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Ê
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Ê
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(Definite Integral) œËb;« q�UJ²�«   ≥≠¥

∫n¹dFð
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(Natural Logarithmic and Exponential Functions)       
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 ± ´ ” √

 ± ´ ” √ Uł
  

∏

 ≥

∫   Õ          ”s
 

 ± ´ ”≥ ´ ≥” √

± ´ ≤”
  

≤

 ∞

∫   “    

”s
 

µ ´ ”≤ √

µ´ ”≤ √
?¼

   

  

∫   Í              ”s
 ≤©± ´ 

” ?¼®

” ?¼
   

  

∫   ◊    

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� Îö	 błË√  ≤

”s
 
”≤Uł  

  

∫   »               ”s
 
 ± ≠ ”≤  

≥√  

  

∫   √    

”s
 ”U²ł ≠ ±

±
   

  

∫   œ             ”s
 
”≥U²ł ”≤Uł  

  

∫   ?ł    

 ”s
 

±µ©± ´ ”®≤”  

  

∫   Ë               ”s
 
”Uþ ”≥U� 

≥

π
 

 ∞

∫   ?¼    

©©”Uþ ´ ”U�® vKŽ r��«Ë »d{« ∫œUý—≈®        ”s
 
”U�  

  

∫   “    

©” ´ ± Ω ’ l{ ∫œUý—≈®       ”s
 
 
” ´ ± √

”
   ∫   

Õ
   



≥π

(Integration by Parts) ¡«eł_UÐ q�UJ²�« ∫ÎUO½UŁ

∫ÊS� ” dOG²LK� W³�M�UÐ ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« ?¼ ¨   ٌ ÊU	 «–≈ t½√  rKF½

”s

 s
  × ?¼ ´ 

”s
?¼s

  ×  ٌ Ω ©?¼ ×  ٌ ® 
”s
s

 

∫ÊuJ¹ ” v�≈ W³�M�UÐ 5�dDK� q�UJ²�« ¡«dłSÐË

”s
 ”s

 s
  ?¼  

  

∫ ´ ”s
 ”s

?¼s
    ٌ  

  

∫  Ω ?¼ ×  ٌ 

  ٌ s
 
?¼  

  

∫  ´  ?¼s  ٌ  

  

∫ Ω     

∫Ê√ Í√

s
 
?¼  ≠ ?¼ ×    Ω  ?¼s   

 `C²¹ UL	 ¨ ö�UJ²�« iFÐ »U�Š w� UN�«b�²Ý« sJ1Ë ¨¡«eł_UÐ q�UJ²�« …bŽU� …bŽUI�« Ác¼ vL�ð

∫WO�U²�« WK¦�_« s�

”s”Uł ”  

  

∫ błË√  ∫©±® ‰U¦�

Ê√ ÷dH½  ”s”Uł Ω ?¼s        ” Ω  

”U²ł≠ Ω ”s”Uł 

  

∫ Ω   ?¼       ”s Ω s≠
        

 ٌ s
 
?¼  

  

∫  ≠  ?¼   ٌ  Ω  ?¼s  ٌ  

  

∫ sJ�   

”s”U²ł  

  

∫ ´ ”U²ł ”≠ Ω   ”s”Uł ”  

  

∫  ∴  

?ł ´ ”Uł ´ ”U²ł ”≠ Ω            

∫w�U²�« ‰U¦*« w� UL	 ¨…d� s� d¦	√ ¡«eł_« WI¹dÞ oO³Dð q�UJ²�« ¡«dł≈ VKD²¹ Ê√ sJ1

”s ”U²ł ≤”  

  

∫ błË√  ∫©≤® ‰U¦�

”s ”U²ł  Ω  ?¼s          ≤”  Ω     Ê√ ÷dH½  

”Uł Ω ”s ”U²ł  

  

∫  Ω  ?¼
           ”s ”≤  Ω           



¥∞

”s ”Uł ”≤  

  

∫ ≠ ”Uł ≤” Ω  ”s ”U²ł ≤”  

  

∫  ∴  

”s ”Uł ”  

  

∫ ≤ ≠ ”Uł ≤” Ω             

  qB×M� ©±® ‰U¦� w� UL	 ¨Èdš√ …d� ¡«eł_UÐ q�UJ²�« Âb�²�½ ”s ”Uł ”  

  

∫»U�(Ë  

∫WOzUNM�« W−O²M�« vKŽ

?ł ´ ©”Uł ´ ”U²ł ”≠® ≤ ≠ ”Uł ≤” Ω  ”s ”U²ł ≤”  

  

∫   

?ł ´ ”Uł≤ ≠ ”U²ł ”≤ ´ ”Uł ≤” Ω             

”s  ¥ ´ ” √ ”  

  

∫  błË√  ∫©≥® ‰U¦�

”s  ¥ ´ ” √  Ω ?¼s         ” Ω   Ê√ ÷dH½  

 ≤

≥
 

©¥ ´ ”® 
≥

≤
   Ω ”s ≤

±
 

©¥ ´ ”®  

  

∫ Ω  ?¼        ”s Ω s                

 ”s ≤

≥
 

©¥ ´ ”® 
≥

≤
   

  

∫  ≠   ≤

≥
 

©¥ ´ ”®” 
≥

≤
   Ω  ”s  ¥ ´ ” √ ”  

  

∫  ∴  

?ł ´ ≤

µ
 

©¥ ´ ”® × 
±µ

¥
  ≠   ≤

≥
 

©¥ ´ ”® ” 
≥

≤
   Ω              

”s” 
?¼
u� 

?¼

 ±

∫   błË√  ∫©¥® ‰U¦�

”s Ω Ës        ” 
?¼
u�  Ω    Ê√ ÷dH½  

” Ω Ë         ”s ”

±
   Ω          

”s ”

±
   × ”  

  

∫ ≠ ” 
?¼
u� ”  Ω ”s” 

?¼
u�  

  

∫  ∴  
?ł ´ ” ≠ ” 

?¼
u� ”  Ω           

 

?¼

 
±

¸  ” ≠ ” 
?¼
u� ”  Ω  ”s” 

?¼
u� 

?¼

 ±

∫  ∴  

±  Ω  ©± ≠ ± 
?¼
u�® ≠ ©?¼ ≠ ?¼ 

?¼
u� ?¼®  Ω           



¥±

∫w�U²�« ‰U¦*« w� UL	 ¨UF� ¡«eł_«Ë i¹uF²�« w²I¹dÞ oO³D²Ð  ôU(« iFÐ w� q�UJ²�« »U�Š sJ1Ë

 ”s ” √ Uł  

  

∫ błË√  ∫©µ® ‰U¦�

≤’ Ω ” ∴  ” √  Ω ’ Ê√ ÷dH½  

’s ’≤ Ω ”s  ∴  

 ’s ’ 
Uł ’≤  

  

∫ Ω  ”s ” √ Uł  

  

∫ ÊuJ¹ ¨i¹uF²�UÐ   

’s ’ 
Uł ’  

  

∫≤   Ω                    

∫WOzUNM�« W−O²M�«  vKŽ qB×M� ©±® ‰U¦� w� UL	 ¨¡«eł_« WI¹dÞ Âb�²�½ ’s ’ 
Uł ’

  

∫ »U�(Ë  

 ’s ’ 
Uł ’  

  

∫≤   Ω  ”s ” √ Uł  

  

∫   

?ł ´ ©’Uł ´ ’U²ł ’≠®≤  Ω            

?ł ´ © ” √ Uł ´ ” √ U²ł ” √ ≠®≤  Ω            

©≤≠∑≠¥® s¹—U9

∫wK¹ U2 Ìq	 w� ¡«eł_UÐ q�UJ²�« WI¹dÞ Âb�²Ý«  ±

”s ”≥ U²ł©± ´ ”≤®  

  

∫   »          ”s ”≤Uł ”  

  

∫   √    

”s ”?¼ ≤”  

  

∫   œ           ”s ”
?¼
u� ”  

  

∫   ?ł    

”s ” Uł
 ”

?¼  

  

∫   Ë          ”s ”
?¼
u� ±∞”  

  

∫   ?¼    

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« błË√  ≤

”s  ” ≠ ± √ ” 

±

 ∞

∫   ?ł     ”s ©”
?¼
u�® Uł  

  

∫   »     ”s ”≤U²� ” U²þ ”  

  

∫   √    

”s ©”® Ó   ” 

≤

 ±

∫ WLO� V�ŠU�   ̈  ∏ Ω ©≤®  ٌ   ¨  µ Ω ©±®  ٌ   ̈   ≥ Ω ”s ©”®  ٌ 

≤

 ±

∫ ÊU	 «–≈  ≥

Æ” W�ôbÐ ’ błËQ� ¨”Uþ ”U� ” Ω 
”s

’s
  ∫ X½U	 «–≈  ¥



¥≤

Integration by Partial Fractions WOze'« —u�J�UÐ q�UJ²�«   ∫ÎU¦�UŁ

 ÊuJ¹ YOŠ ¨a�≈ÆÆÆ¨ 
± ´ ≤”

”≤
  ¨ 

≤ ´ ”≤

≤
  q¦� WO³�½  U½«d²�«  ö�UJð b$ Ê√  UMFD²Ý« oÐUÝ bMÐ w�

Æ ?ł ´ ¸©”®  ٌ¸ 
?¼
u� Ω ”s 

©”® 

©”® 
 
Ó
 

    ∫  …bŽUI�« Â«b�²ÝUÐ p�–Ë ¨ÂUI*« WI²A* ÎU¹ËU�� j�³�«

 ¨o³Ý  U2  rŽ√  WO³�½   U½«d²�«   ö�UJð  œU−¹ù  WOze'«  —u�J�UÐ  q�UJ²�«  WI¹dÞ  ·dF²MÝ  ¨bM³�«  «c¼  w�

 v�Ë_« Wł—b�« s� WO�Ë√ q�«uŽ v�≈ w³�M�« Ê«d²�ô« w� ÂUI*« qOK% vKŽ WI¹dD�« Ác¼ w� WOÝUÝ_« …dJH�« ÂuIðË

 UL	 ¨ÁöŽ√ w� —u	c*« ŸuM�« s� d¦	√ Ë√  5O³�½ 5½«d²�« ŸuL−� W¾O¼ w� w³�M�« Ê«d²�ô« WÐU²	  rŁ ¨WO½U¦�« Ë√

 q³I¹Ë ≥ vKŽ t²ł—œ b¹eð ô œËbŠ dO¦	 t�UI� w³�½ Ê«d²�« q�UJð œU−¹≈ vKŽ dB²IMÝË ªWO�U²�« WK¦�_« s� `C²¹

ÆWHK²�� WODš q�«uŽ v�≈ qOK×²�«

”s 
≥ ≠ ”≤ ≠ ≤”

≥ ≠ ”µ
    ∫   bł  ∫©±® ‰U¦�

©≥ ≠ ”® ©± ´ ”® Ω ≥ ≠ ”≤ ≠ ≤” ÂUI*«  

  
≥ ≠ ”

»
   ´  

± ´ ”
   Ω  

≥ ≠ ”≤ ≠ ≤”

≥ ≠ ”µ
   lC½   

  
©≥ ≠ ”® ©± ´ ”®

©± ´ ”® » ´ ©≥ ≠ ”® 
   Ω              

  
©≥ ≠ ”® ©± ´ ”®

 ≥ ≠ » ´ ” ©» ´  ®
   Ω              

 5D�³�«  ÊS�  ÎUC¹√  ÊU¹ËU�²�  5�UI*«Ë  ÊU¹ËU�²�  5�dD�«  w�  5O³�M�«  5½«d²�ô«  Ê√  U0Ë  

W¹ËU�²� ULNO� WNÐUA²*« œËb(«  ö�UF� ÊuJðË 5¹ËU�²� ÊU½uJ¹

©±® ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ  µ Ω » ´   ∴  

©≤®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ  ≥≠ Ω   ≥ ≠ »   

≥ Ω »   ̈ ≤ Ω    ∫ Ê√ Z²M¹ ÎUF� 5²�œUF*« q×ÐË   

 ”s © ≥ ≠ ”

≥
   ´  

± ´ ”

≤
 ®   ∫  Ω  ”s 

≥ ≠ ”≤ ≠ ≤”

≥ ≠ ”µ
    ∫  ∴  

?ł  ´  ¸≥ ≠ ”¸ 
?¼
u� ≥  ´  ¸± ´ ”¸ 

?¼
u�≤  Ω               



¥≥

 ”s 
” ≠ ≥”

± ≠ ”≥ ´ ≤”≤
    ∫  błË√  ∫©≤® ‰U¦�

©± ≠ ≤”®”  Ω ” ≠ ≥”  ÂUI*«  

©± ´ ”® ©± ≠ ”®”  Ω        

  
± ´ ”

?ł
   ´  

± ≠ ”

»
   ´  

”
   Ω 

” ≠ ≥”

± ≠ ”≥ ´ ≤”≤
  lC½   

  
©± ´ ”® ©± ≠ ”® ”

©” ≠ ≤”®?ł ´ ©” ´ ≤”®» ´ ©± ≠ ≤”® 
   Ω              

  
©± ´ ”® ©± ≠ ”® ”

 ≠ ” ©?ł ≠ »® ´ ≤” ©?ł ´ » ´  ®
   Ω              

∫Z²M¹ 5D�³�« w� WNÐUA²*« œËb(«  ö�UF� …«ËU�0   

©±®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≤ Ω ?ł ´ » ´    

©≤® ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ≥ Ω ?ł ≠ »   

©≥®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ  ±≠ Ω  ≠   

±≠ Ω ?ł  ¨  ≤ Ω »   ̈  ± Ω    ∫Ê√ Z²M¹  ôœUFL�« q×Ð   

 ”s © ± ´ ”

±
   ≠  

± ≠ ”

≤
   ´  

”

±
 ®   ∫  Ω ”s 

” ≠ ≥”

± ≠ ”≥ ´ ≤”≤
    ∫  ∴  

?ł  ´  ¸± ´ ”¸ 
?¼
u�  ≠  ¸± ≠ ”¸ 

?¼
u�≤  ´  ¸”¸ 

?¼
u�   Ω               

  ”s 
” ≠ ≤”

± ´ ≤”≤ ´ ≥”≤
    ∫  błË√  ∫©≥® ‰U¦�

 WK¹uD�« WL�I�« ÎôË√ Íd$ «c� ªÂUI*« Wł—œ s� d³	√ j�³�« Wł—œ Ê√ ‰U¦*« «c¼ w� kŠö¹  

ÆÂUI*« Wł—œ s� dG�√ UNO� j�³�« Wł—œ WO³�½  U½«d²�« vKŽ ‰uB×K�

∫ÊuJ¹ ÎU³½Uł 5³� u¼ UL	   

”≤

” ≠ ≤”     ± ´ ≤”≤ ≠ ≥”≤

≤”≤ ≠ ≥”≤

 ±     

´ ≠

 
” ≠ ≤”

±
   ´  ”≤  Ω  

” ≠ ≤”

± ´ ≤”≤ ´ ≥”≤
   

 ”s © ” ≠ ≤”

±
   ´  ”≤®   ∫  Ω ”s 

” ≠ ≤”

± ´ ≤”≤ ´ ≥”≤
    ∫  ∴  



¥¥

”s 
” ≠ ≤”

±
    ∫  ´  

≤”  Ω               

∫Ê√ ÷dH½ ”s 
” ≠ ≤”

±
    ∫ q�UJ²�« ¡«dłùË   

  
± ≠ ”

»
   ´  

”
    Ω  

©± ≠ ”®”

±
   Ω  

” ≠ ≤”

±
   

  
©± ≠ ”® ”

©”®» ´ ©± ≠ ”® 
   Ω              

  
©± ≠ ”® ”

 ≠ ” ©» ´  ®
   Ω              

∞ Ω » ´   ⇐  

± Ω »   ̈  ±≠ Ω   Ê√ Í√   ± Ω  ≠   

 ”s © ± ≠ ”

±
   ´  

”

±≠
 ®   ∫  Ω  ”s 

” ≠ ≤”

±
    ∫  ∴  

¸± ≠ ”¸ 
?¼
u�  ´  ¸”¸ 

?¼
u�≠  Ω            

?ł  ´  ¸± ≠ ”¸ 
?¼
u�  ´  ¸”¸ 

?¼
u� ≠ ≤”  Ω ”s 

” ≠ ≤”

± ´ ≤”≤ ´ ≥”≤
    ∫  ∴  

©≥≠∑≠¥® s¹—U9

∫WOze'« —u�J�« WI¹dÞ Â«b�²ÝUÐ WOðü«  ö�UJ²�« bł  ±

”s 
≤ ´ ”≥ ´ ≤”

≥ ´ ”
    ∫   »           ”s 

≤” ≠ ±

±
    ∫   √    

”s 
”µ ≠ ≤”¥ ≠ ≥”

±µ ≠ ”µ ≠ ≤”¥
    ∫   œ           ”s 

” ´ ≤”

± ´ ≤”
    ∫   ?ł    

      ”s 
”¥ ≠ ≥”

∏ ´ ≤”≤ ´ ≤”
    ∫   ?¼    

Æ© ≥

±
 

” Ω ’ l{∫œUý—≈®      ”s 

± ≠ ≥

±
 

”

± ´ ≥

±
 

”
    ∫ błË√  ≤

  



¥µ

œËb;« q�UJ²�«  UIO³Dð   ∏≠¥

 5OÝbM¼ 5IO³Dð WA�UM0 UM¼ wH²JMÝË ªU¼dOžË W¹œUB²�«Ë WOzU¹eO�Ë WOÝbM¼ …œbF²�  UIO³Dð œËb;« q�UJ²K�

ÆWO½«—Ëb�« ÂU�ł_« Âu−ŠË W¹u²�*« oÞUM*«  UŠU�� ∫UL¼

∫W¹u²�L�« oÞUML�«  UŠU�� ∫ÎôË√

 t³ýË ¨YK¦*«Ë ¨qOD²�*« ∫q¦� ¨WFKC*« W¹u²�*« oÞUM*«  UŠU�� »U�Š WOHO	 WIÐUÝ  «uMÝ w� X�dFð

 c�²ð ô W¹u²�� oÞUM�  UŠU�� »U�Š w� bOHð Èdš√ WI¹dDÐ œËb;« q�UJ²�« U½œËe¹Ë ªa�≈ÆÆÆ¨·d×M*«

ÊU1— ŸuL−� .bIð bMŽ ÎUIÐUÝ U½błË bI�¨ÎUFKC� ÎöJý …—ËdC�UÐ

 ¨›» ¨  ¤  vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”® ٌ  ÊU	 «–≈ t½√ © ٌ  ¨ 
Ê
σ®Â

 ÊU1— ŸuL−� ÊS�  ¨…d²H�«  Ác¼ w�  UMO��«  —u×� ‚u� ÁUM×M�  lI¹Ë

 —u×�Ë ©”® ٌ  vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*«  WŠU�� V¹dI²�UÐ  q¦1

Æ©±∞≠¥® qJA�« k?Šô Æ» Ω ” ¨   Ω ” 5LOI²�*«Ë  UMO��«

”

’

»

 ©”®  Ω ’

©±∞≠¥® qJA�«

∫ÊS�  ∞ ← Ê U�bMŽË

ÆWIDM*« pKð WŠU�� Ω ”s ©”®  ٌ 

»

  ∫ Ω ©  ٌ ¨ 
Ê
σ®Â 

∞ ← Ê

 

∫W¹dE½

 WIDM*« WŠU�� ÊS�  UMO��« —u×� ‚u� ÁUM×M� lI¹Ë ¨›» ¨  ¤  vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®  ٌ ÊU	 «–≈

∫…bŽUI�UÐ vDFð » Ω ” ¨   Ω ” 5LOI²�*«Ë  UMO��« —u×�Ë ©”®  ٌ vM×M� 5Ð …—uB;«

 ”s ©”®  ٌ 

»

  ∫  Ω WŠU�*«

 ≤” Ω ©”®  ٌ Ê«d²�ô« vM×M0 …œËb;« WIDM*« WŠU�� bł  ∫©±® ‰U¦�

≥ Ω ” ¨ ± Ω ” 5LOI²�*«Ë  UMO��« —u×�Ë   

©±±≠¥® qJA�« kŠôÆ›≥¨ ±¤ ∋ ” lOL' ∞ ≤ ≤” Ω ©”®  ٌ  

 

≥

 
±

¸ 
≥

≥”
   Ω  ”s ≤” 

≥

 

±

 ∫  Ω WŠU�*«  ∴  

WFÐd�  «bŠË 
≥

≤∂
   Ω               

’

”

  
≥

  
∞

≤ ”
 Ω

 ©
”

®
 

 

  
±

©±±≠¥® qJA�«



¥∂

 ©”®  Ê«d²�ô« ÊU	 «–≈ t½S� ¨WIÐU��« W¹dEM�« vKŽ œUL²ŽôUÐ

 lI¹  Ê«d²�ô«  vM×M�  ÊU	Ë  ¨›»  ¨   ¤  …d²H�«  vKŽ  q�UJ²K�  ÎöÐU�

 ª©±≤≠¥® qJA�« kŠô ¨…d²H�« Ác¼ w�  UMO��« —u×� X% tK�UJÐ

  UMO��« —u×�Ë ©”® ٌ  vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*« WŠU�� ÊS�

∫wðQ¹ UL	 UNÐU�Š sJ1 ¨ » Ω ” ¨   Ω ” 5LOI²�*«Ë

”

’

»

©”®  ≠ Ω ’

©”®  Ω ’

©±≤≠¥® qJA�«

©”®  ٌ ≠vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*« WŠU�� Ω WŠU�*«

» Ω ” ¨   Ω ” 5LOI²�*«Ë  UMO��« —u×�Ë

¸ ”s ©”®  ٌ 

»

  ∫ ¸ Ω ”s ©”®  ٌ 

»

  ∫≠  Ω ”s ©”®  ٌ ≠

»

  ∫  Ω WŠU�*«   ∴

 ”Uł Ω ©”®  ٌ Ê«d²�ô« vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*« WŠU�� bł  ∫©≤® ‰U¦�

Æ›π≤¨ π¤ …d²H�« w�  UMO��« —u×�Ë   

Æ©±≥≠¥® qJA�« kŠôÆ›π≤¨ π¤ ∋ ” lOL' ∞ ≥ ”Uł Ω ©”®  ٌ  

 ”s ”Uł 

π≤

 

π

 ∫ ≠ Ω WŠU�*«  ∴  

 

π≤

π

¸ ”U²ł Ω         

WFÐd� …bŠË ≤  Ω         

’

”

π

”Uł Ω ’

π≤

©±≥≠¥® qJA�«

∫ÂUŽ tłuÐ

 ©”®  ٌ Ê«d²�ô« vM×M� 5Ð …—uB;« WŠU�*« ÊS� ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ©”®  ٌ Ê«d²�ô« ÊU	 «–≈

∫WO�U²�«  «uD)UÐ UNÐU�Š sJ1 ¨» Ω ” ¨   Ω ” 5LOI²�*«Ë  UMO��« —u×�Ë

Æ›» ¨  ¤ …d²H�« w� Ê«d²�ô« —UH�√ b$   ±

Æ©±® r�— …uD)« w�  błË w²�« —UH�_UÐ WOzeł  «d²� v�≈ ›» ¨  ¤ …d²H�« ∆e$   ≤

Æ©≤® r�— …uD)« w� WOzeł …d²� q	 vKŽ ©”®  ٌ Ê«d²�ö� œËb;« q�UJ²�« b$   ≥

ÆWÐuKD*« WŠU�*« u¼ "UM�« ÊuJO� WIÐU��« …œËb;«  ö�UJ²K� WIKD*« rOI�« lL$   ¥



¥∑

  UMO��«  —u×�Ë ≤ ≠ ” Ω ©”®  Ê«d²�ô«  vM×M�  5Ð …—uB;« WIDM*«  WŠU�� błË√  ∫©≥® ‰U¦�

Æ≥ Ω ” ¨ ∞ Ω ” 5LOI²�*«Ë
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(Conic Sections) WOÞËd�*« ŸuDI�«   µ

 v�≈ ÊUOL²M¹ ÊöJA�« Ê«c¼Ë ¨T�UJ*« lDI�«Ë …dz«b�« UNM�Ë ¨W¹u²�*« WOÝbMN�« ‰UJý_« iFÐ ÎUIÐUÝ X�dFð

 rzU� Ídz«œ ◊Ëd�� l ÚDÓ� s� UNOKŽ ‰uB(« sJ1 w²�« WOÞËd�*« ŸuDI�« vL�ð WOÝbMN�« ‰UJý_« s� WŽuL−�

∫©±≠µ® qJA�« w� 5³� u¼ UL� ¨WHK²�� ŸU{Ë√ w� Ìu²�0 ÃËœe�

T�UJ� lD� …dz«œ

bz«“ lD� h�U½ lD�

©±≠µ® qJA�«

 W�dŠË ¨ UÝbF�«Ë U¹«d*«  q¦� ¨WHK²�� WOLKŽË WOJK�Ë WOzU¹eO�  UÝ«—œ w� …dO³� WOL¼√ WOÞËd�*« ŸuDIK�Ë

 »dF�«Ë o¹džù« ¡ULKŽ v�≈ ‰UJý_« ÁcN� v�Ë_«  UÝ«—b�« œuFðË ª…—c�« w�  U½Ëd²J�ù« W�dŠË V�«uJ�«

 ¨T�UJ*« lDI�« ∫WO�U²�« WOÞËd�*« ŸuDI�« WÝ«—œ w� q{UH²�«Ë WOKOK×²�« WÝbMN�« ∆œU³� Âb�²�MÝË ¨5LK�*«Ë

Æbz«e�« lDI�«Ë ¨h�UM�« lDI�«Ë



∂≤

(The Parabola) T�UJ*« lDI�«   ±≠µ

 Î«bFÐ ¨tO� W²ÐUŁ WDI½ sŽ ¨UNM� q� bF³ð YO×Ð Ìu²�� w� WF�«u�« ◊UIM�« lOLł WŽuL−� u¼ T�UJ*« lDI�«

ÆtO� ÂuKF� rOI²�� sŽ U¼bF³� ÎU¹ËU��

∫Èdš√ …—U³FÐË

      ∫n¹dFð

 Èu²�*« w� W²ÐUŁ WDI½ sŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð Ìu²�� w� „d×²ð WDIM� wÝbMN�« q;« u¼ T�UJ*« lDI�«

ÆtO� XÐUŁ rOI²�� sŽ U¼bF³� ÎU¹ËU��

 WDIM�«Ë ¨Íu²�*« w� ¨ÂuKF� rOI²�� ‰ ¨W²ÐUŁ WDI½  » ¨©≤≠µ® qJA�« wH�

  
≥
Ê ¨

≤
Ê ¨

±
Ê ¨‰ sŽ U¼bFÐ ÎU¹ËU��  »  sŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð Íu²�*« w� „d×²ð Ê

  
≥
Ê ¨

≤
Ê ¨

±
Ê WŁö¦�« ◊UIM�« lL−¹ Íc�« vM×M*« vL�¹ ¨Ê WDIMK� WHK²�� ŸU{Ë√ WŁöŁ

∫wL�½ UL� ¨ÎU¾�UJ� ÎUFD� UN�U¦�√Ë

Æ…—R³�« ©»® W²ÐU¦�« WDIM�«   ◄

ÆqO�b�« ©‰® XÐU¦�« rOI²�*«   ◄

Æ”√d�« ¨qO�b�«Ë …—R³�« 5Ð ¨W�U�*« nB²M� w� WF�«u�« ©—® WDIM�«   ◄

ÆqŁUL²�« —u×� ¨”√d�«Ë …—R³�UÐ —U*« ¨rOI²�*« j)«   ◄

±Ê

‰

»—Ω≤
Ê

≥Ê

©≤≠µ® qJA�«

∫5²O�U²�« 5²�U(« w� T�UJ*« lDI�« W�œUF� ”—b½ ·uÝ  ∫T�UJL�« lDI�« W�œUF�

Æ5OŁ«bŠù« s¹—u;« bŠ√ vKŽ ÊUF�«Ë …—R³�«Ë ©∞¨∞® ”√d�« YOŠ ¨©wÝUO� l{Ë w� T�UJ*« lDI�«® v�Ë_« W�U(«

Æ5OŁ«bŠù« s¹—u;« bŠ_ Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUF�«Ë …—R³�«Ë ”√d�« YOŠ ¨©»U×�½« l{Ë w� T�UJ*« lDI�«® W??O½U¦�« W�U(«

∫©wÝUO� l{Ë w� T�UJL�« lDI�«® v�Ë_« W�U×�«

 ¨lDI�« W×²H� WMJL*« WFÐ—_«  U¼U&ö� ÎUI�Ë T�UJ*« lDI�« U¼c�²¹ Ê√ sJ1 ŸU{Ë√ WFÐ—√ błuð ¨W�U(« Ác¼ w�

∫wK¹ UL� UN×O{uð sJ1Ë



∂≥

∫©vKŽ√ v�≈ Õu²H� lDI�«® ‰Ë_« l{u�«

 …—R³�« Ê√ Í√ ¨Vłu*« ÍœUB�« —u;« vKŽ …—R³�«Ë ¨©∞¨∞® ”√d�«

 X½U� «–≈ ¨l{u�« «c¼ w�  Æ©≥≠µ® qJý dE½« ¨∞ <  ¨©   ̈∞® »

»  Ê Ω Ë Ê ∫ÊS� ¨T�UJ*« lDI�« vKŽ U� WDI½ ©’¨”® Ê

qŁUL²�« —u×�

©’¨”®Ê

”√d�«

qO�b�«

”

©  ≠¨”®Ë

©  ¨∞® »
…—R³�«

©∞¨∞® —

’

©≥≠µ® qJA�«

 ≤©  ≠ ’® ´ ≤”  √ Ω  ´ ’  ∴

  ≤  ´  ’≤ ≠ ≤’ ´ ≤” Ω ≤  ´   ’≤ ´ ≤’   

’  ¥ Ω ≤”  ∫UNM�Ë

∫Èdš_« WŁö¦�« ŸU{Ë_« w� T�UJ*« lDI�«  ôœUF� ‚UI²ý« sJ1 WKŁU2 WI¹dDÐË

∫©qHÝ√ v�≈ Õu²H� lDI�«® w½U¦�« l{u�«

 Ê√  Í√ ¨V�U��«  ÍœUB�«  —u??;« vKŽ …—R³�«Ë ©∞ ¨ ∞ ® ”√d??�«

Æ©¥≠ µ® qJA�« dE½« ∞ <  ¨ © ≠ ¨ ∞® …—R³�«

qŁUL²�« —u×�

©’¨”®Ê

”√d�«

qO�b�«

”

© ¨”®Ë

©  ≠¨∞®»
…—R³�«

©∞¨∞® —

’

©¥≠µ® qJA�«

∫w¼ l{u�« «c¼ w� W�œUF*«

’  ¥≠ Ω ≤”

 —u×�  w�  ”UJF½«  u¼  l{u�«  «c??¼  w�  T�UJ*«  lDI�«  Ê√  k??Šô

Æ‰Ë_« l{u�« w� T�UJ*« lDIK�  UMO��«

∫©5LO�« v�≈ Õu²H� lDI�«® Y�U¦�« l{u�«

    …—R³�« Ê√ Í√ Vłu*« wMO��« —u;« vKŽ …—R³�«Ë ©∞ ¨ ∞® ”√d�«

Æ©µ≠µ® qJA�« dE½« ∞ <  ¨ ©∞ ¨ ®

∫w¼ l{u�« «c¼ w� W�œUF*«

qŁUL²�« —u×�

©’¨”®Ê

…—R³�«

”√d�«

qO�b�«

©∞¨∞®—

©∞ ¨   ®»

©’¨ ≠®Ë

’

”

©µ≠µ® qJA�« ”  ¥ Ω ≤’



∂¥

∫©—U�O�« v�≈ Õu²H� lDI�«® lÐ«d�« l{u�«

 …—R³�« Ê√ Í√ V�U��« wMO��« —u;« vKŽ …—R³�«Ë ©∞ ¨ ∞® ”√d�«

Æ©∂≠ µ® qJA�« dE½« ¨ ∞ <  ¨©∞ ¨ ≠®

∫w¼ l{u�« «c¼ w� W�œUF*«

qŁUL²�« —u×�

©’¨”®Ê

…—R³�«

”√d�«

qO�b�«

©∞¨∞®—

©∞ ¨  ≠ ®»

©’¨  ®Ë

”

’

©∂≠µ® qJA�«

”  ¥≠ Ω ≤’

 —u×�  w�  ”UJF½«  u¼  l{u�«  «c??¼  w�  T�UJ*«  lDI�«  Ê√  k??Šô

ÆY�U¦�« l{u�« w� T�UJ*« lDIK�  «œUB�«

 ¨t²�œUF� błË ¨lDIK� ÎUO³¹dIð ÎöJý rÝ—« Æ©≥ ¨ ∞® tð—RÐË ¨©∞ ¨ ∞® tÝ√— T�UJ� lD�  ∫©±® ‰U¦�

ÆtKO�œ W�œUF� p�c�Ë

 w³¹dI²�«  qJA�«  c�²¹  T�UJ*«  lDI�«  

Æ©∑≠µ® qJý w� 5³*«

 l{u�«  «c??¼  w�  lDIK�  W�UF�«  W�œUF*«  

∫…—uB�« vKŽ w¼

∞ <    ̈  ’ ¥ Ω ≤”  

≥ Ω ©…—R³�«Ë ”√d�« 5Ð bF³�«®  Ê≈ YOŠË   

’±≤ Ω ≤”  ∴  

≥≠ Ω ’ w¼ qO�b�« W�œUF�   

qŁUL²�« —u×�

”√d�«

qO�b�«

”

≥≠ Ω ’

© ≥¨∞®»
…—R³�«

©∞¨∞®—

’

©≥≠ ¨ ∞®

©∑≠µ® qJA�«

Æt²�œUF� błË√ rŁ ¨lDIK� ÎUO³¹dIð ÎöJý rÝ—« Æµ Ω ’ rOI²�*« tKO�œË ¨©∞¨∞® tÝ√— T�UJ� lD�  ∫©≤® ‰U¦�

 w³¹dI²�« qJA�« c�²¹ T�UJ*« lDI�«  

Æ©∏≠µ® qJý w� 5³*«   

qŁUL²�« —u×�

”√d�«

qO�b�«

”

© µ ≠¨∞®»
…—R³�«

©∞¨∞®—

’

µ Ω ’©µ¨∞®

©∏≠µ® qJA�«

 W�U�*«  nB²M�  w�  lI¹  ”√d??�«  Ê√  U0  

¨qO�b�«Ë …—R³�« 5Ð



∂µ

∫w¼ l{u�« «c¼ w� T�UJ*« lDIK� W�UF�« …—uB�«Ë ¨©µ≠¨ ∞® » …—R³�«  ∴  

’ ¥≠ Ω ≤”   

µ Ω ©…—R³�«Ë ”√d�« 5Ð bF³�«®  Ê≈ YOŠË   

’≤∞≠ Ω ≤”  ∴  

 s�  >q�  w�  ¨T�UJ*«  lDIK�  qŁUL²�«  —u×�Ë  ¨qO�b�«Ë  ¨…—R??³??�«Ë  ¨”√d??�«  s�  Îö�  b??łË√  ∫©≥® ‰U¦�

∫5²Oðü« 5²�U(«

”¥≠ Ω ≤’  »          ”±∞ Ω ≤’  √  

 

W�UF�« …—uB�« l³²ð ”±∞ Ω ≤’  W�œUF*«  √  

” ¥ Ω ≤’   

∫Ê√ Z²M²�½ ¨5²�œUF*« 5Ð W½—UI*UÐË   

≤[µ Ω     UNM�Ë   ±∞ Ω  ¥   

∫ÊuJ¹ ¨T�UJ*« lDI�« q¦1 Íc�« ©π≠µ® qJA�« s�   

©∞ ¨ ∞® —   ”√d�«   

©∞ ¨ ≤[µ® »   …—R³�«   

≤[µ≠ Ω ”  ∫w¼ qO�b�« W�œUF�   

∞ Ω ’ Í√ ¨ UMO��« —u×� u¼ qŁUL²�« —u×�   

qŁUL²�« —u×�

”√d�«

qO�b�«

©∞¨∞®—

©∞ ¨ ≤[µ ®» …—R³�«

’

”

≤[µ≠ Ω ”

∞ Ω ’

©π≠µ® qJA�«

”¥≠ Ω ≤’ W�œUF*«  »  

 ¨” ¥≠ Ω ≤’ W�UF�« …—uB�« l³²ð   

 ∫Ê√ Z²M²�½ ¨5²�œUF*« 5Ð W½—UI*UÐË   

∫ÊuJ¹ ¨©±∞≠µ® qJA�« WEŠö0Ë ± Ω   

©∞  ¨ ±≠®  »   …—R³�«  ¨© ∞ ¨ ∞®  —  ”√d�«   

± Ω ”  ∫w¼ qO�b�« W�œUF�   

∞ Ω ’  Í√ ¨ UMO��« —u×� u¼ qŁUL²�« —u×�   

qŁUL²�« —u×�
…—R³�«

”√d�«

qO�b�«

©∞¨∞®—

©∞ ¨  ±≠ ®»

’

”

± Ω ”

∞ Ω ’

©±∞≠µ® qJA�«



∂∂

©»U×
½« l{Ë w� T�UJL�« lDI�«® WO½U¦�« W�U×�«

 Ê√ sJ1 ŸU??{Ë√ WFÐ—√ błu¹ ¨v??�Ë_«  W�U(« w� UL�

∫wK¹ ULO� UNMO³½ ¨W�U(« Ác¼ w� T�UJ*« lDI�« U¼c�²¹

© ´Ê¨Â® …—R³�«Ë ¨©Ê¨Â® ”√d�« ∫‰Ë_« l{u�«

 kŠô Æ «œU??B??�«  —u??; Ì“«u??�  rOI²�� vKŽ ÊU??F??�«Ë

Æ©±±≠µ® qJA�«

 s¹b�UF²�  Ó’  ¨  Ó”  s??¹b??¹b??ł  s??¹—u??×??�  —U??O??²??šU??Ð

 lDI�«  W�œUF�  ÊuJð  ¨©Ê¨Â®  WDIM�«  bMŽ  5O�ö²�Ë

∫w¼   Ó’ Ó” wŁ«bŠù« ÂUEM�« w� T�UJ*«

 q¦� WDI½ W¹√ UOŁ«bŠ≈ ¨© Ó
’

Ó̈
”® YOŠ Ó’ ¥ Ω ≤

Ó”

ÆT�UJ*« lDI�« vKŽ „

qŁUL²�« —u×�

©Ó
’

Ó̈
”®

”√d�«

qO�b�«

©  ´Ê¨Â®»
…—R³�«

©∞¨∞®

’

”

Ó
”

Ó
’

©Ê¨Â®—

©’¨”®„

”

Ó
”

’
Â

Ó
’

Ê

©±±≠µ® qJA�«

 Ê√Ë ¨Â ≠ ” Ω Ó” Ê√ b$ ¨©±±≠ µ® qJA�« WEŠö0Ë ª’ ” wŁ«bŠù« ÂUEM�« w� ©’¨”® ÊUOŁ«bŠù« „ WDIMK�

∫w¼ ’ ” wŁ«bŠù« ÂUEM�« w� T�UJ*« lDI�« W�œUF� Ê√ Z²M²�½ ¨Ó
’ ¥ Ω≤

Ó” W�œUF*« w� i¹uF²�UÐË ¨Ê ≠ ’ Ω Ó’

©Ê ≠ ’® ¥ Ω ≤©Â ≠ ”®

 T�UJ*« lDI�«  ôœUF� ‚UI²ý« UMMJ1 ¨WKŁU2 WI¹dDÐË

∫wK¹ ULO� UNMO³½ ¨Èdš_« WŁö¦�« ŸU{Ë_« w�

©  ≠ Ê ¨ Â® …—R³�«Ë ¨©Ê ¨ Â® ”√d�«  ∫w½U¦�« l{u�«

Æ «œUB�« —u; Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUF�«Ë

Æ©±≤≠µ® qJA�« kŠô

∫w¼ W�œUF*«

©Ê ≠ ’® ¥≠ Ω ≤©Â ≠ ”®

”√d�«

qO�b�«

’

”

©Ê¨Â®—

©  ≠ Ê¨Â®» …—R³�«

  ´ Ê Ω ’

qŁUL²�« —u×�Â Ω ”

©±≤≠µ® qJA�«

©Ê ¨  ´ Â® …—R³�«Ë ¨©Ê ¨ Â® ”√d�«  ∫Y�U¦�« l{u�«

Æ UMO��« —u; Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUF�«Ë

Æ©±≥≠µ® qJA�« kŠô 

∫w¼ W�œUF*«

©Â ≠ ”® ¥ Ω ≤©Ê ≠ ’®

”√d�«

qO�b�«

’

”

©Ê¨Â®—

©Ê ¨   ´ Â®»

…—R³�«

  ≠ Â Ω ”

qŁUL²�« —u×�

Ê Ω ’

©±≤≠µ® qJA�«



∂∑

©Ê ¨  ≠ Â® …—R³�«Ë ¨©Ê ¨ Â® ”√d�«  ∫lÐ«d�« l{u�«

Æ UMO��« —u; Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUF�«Ë

Æ©±¥≠µ® qJA�« kŠô

∫w¼ W�œUF*«

©Â ≠ ”® ¥≠ Ω ≤©Ê ≠ ’®

”√d�«

qO�b�«

’

”

©Ê¨Â®—

©Ê ¨   ≠ Â®»

…—R³�«

  ´ Â Ω ”

qŁUL²�« —u×�

Ê Ω ’

©±¥≠µ® qJA�«

Æt²�œUF� błË√ rŁ ¨lDIK� ÎUO³¹dIð ÎöJý rÝ—« ¨©¥ ¨ ≥® tð—RÐË ¨©¥¨ ≤≠® tÝ√— T�UJ� lD�  ∫©¥® ‰U¦�

 ”√d�« Ê√ ©±µ≠µ® qJA�« s� kŠö½  

 —u; Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUF�«Ë …—R³�«Ë

Æ”√d�« 51 vKŽ …—R³�«Ë  UMO��«

∫…—uB�« l³²ð T�UJ*« lDI�« W�œUF�  ∴  

©Â ≠ ”® ¥  Ω  ≤©Ê ≠ ’®   

¨ ¥ Ω Ê ¨ ≤≠ Ω Â   

   Ω …—R³�«Ë ”√d�« 5Ð bF³�«   

µ Ω ©≤≠®≠ ≥ Ω   

∫w¼ W�œUF*« ÊuJð i¹uF²�UÐ  ∴  

©≤ ´ ”®≤∞  Ω  ≤©¥ ≠ ’®   

qO�b�«

©∞¨∞®

’

”

©¥ ¨≤≠®— ©¥ ¨≥®»

∑≠ Ω ”

qŁUL²�« —u×�

¥ Ω ’

µµ

©±µ≠µ® qJA�«

 qŁUL²�« —u×� W�œUF�Ë ¨qO�b�« W�œUF�Ë  ̈”√d�«Ë  ̈…—R³�« ∫s� Î Òö� rÝd�UÐ ÎU×{u� błË√  ∫©µ® ‰U¦�

Æ©± ´ ’ ®¥≠  Ω  ≤©≤ ≠ ”® t²�œUF� Íc�« T�UJ*« lDIK�

©Ê ≠ ’® ¥≠ Ω ≤©Â ≠ ”® ∫ …—uB�« l³²ð W�œUF*«  

∫Ê√ Z²M²�½ 5²�œUF*« 5Ð W½—UI*UÐË   

± Ω   Ê√ Í√  ¥≠ Ω ¥≠   ̈   ±≠ Ω Ê   ̈ ≤ Ω Â   



∂∏

©±≠ ¨ ≤® Ω ©Ê ¨ Â® ”√d�« Ê√ Í√   

w³¹dI²�« w½UO³�« qO¦L²�« ©±∂≠µ® qJA�« 5³¹   

∫Ê√ Z²M²�½ tM�Ë ¨T�UJ*« lDIK�   

©≤≠ ¨ ≤® …—R³�«   

∞ Ω ’ w¼ qO�b�« W�œUF�Ë   

≤ Ω ” qŁUL²�« —u×� W�œUF�Ë   

qO�b�«

’

”

©±≠ ¨≤®—

©≤≠ ¨≤®»

∞ Ω ’

qŁUL²�« —u×�≤ Ω ”

©±∂≠µ® qJA�«

 tOKŽ ÎUMO³� ÁUM×M� rÝ—« rŁ ¨ÎU¾�UJ� ÎUFD� q¦9  
∏

±µ
  ≠ ” 

¥

±
  ´ ≤” 

∏

±
  Ω ’  W�œUF*« Ê√ 5Ð  ∫©∂® ‰U¦�

ÆWOÝUÝ_« Ád�UMŽ lOLł

 
∏

±µ
  ≠ ” 

¥

±
  ´ ≤” 

∏

±
  Ω ’  

’∏ Ω ±µ ≠ ”≤ ´ ≤”  UNM�Ë   

∫Z²M¹ ” w� lÐd*« ‰UL�SÐË   

©≤ ´ ’® ∏ Ω ≤©± ´ ”®   

©Ê ≠ ’® ¥ Ω ≤©Â ≠ ”® …—uB�« vKŽ Ác¼Ë   

¨ ©≤≠¨±≠® Ω © Ê¨ Â® YOŠ   

≤ Ω   UNM�Ë  ∏  Ω  ¥   

¨T�UJ*« lDI�« ©±∑≠µ® qJA�« q¦1   

∫WOÝUÝ_« Ád�UMŽË   

”

’

©≤≠¨±≠®  —

©∞ ¨±≠® »

¥≠ Ω’ qO�b�«

qŁUL²�« —u×�

±≠ Ω ”

©±∑≠µ® qJA�«

©≤≠ ¨ ±≠®    —  ”√d�«   

©∞ ¨ ±≠®  »   …—R³�«   

¥ ≠ Ω ’   ∫w¼ qO�b�« W�œUF�Ë   ±≠ Ω ” ∫w¼ qŁUL²�« —u×� W�œUF�   

      ∫ÂUŽ tłuÐ

Æ «œUB�« —u×� Í“«u¹ Á—u×� ÎU¾�UJ� ÎUFD� q¦9  ∞ ≠  ¨ ?ł ´ ” » ´ ≤”  Ω ’   WOFOÐd²�« W�œUF*«

Æ UMO��« —u×� Í“«u¹ Á—u×� ÎU¾�UJ� ÎUFD� q¦9   ∞ ≠  ¨ ?ł ´ ’ » ´ ≤’  Ω ”   WOFOÐd²�« W�œUF*«



∂π

©±≠µ® s¹—U9

∫W�UŠ q� w� t� ÎUO³¹dIð ÎöJý rÝ—«Ë ¨wK¹ U2 >q� w� T�UJ*« lDI�« W�œUF� V²�«  ±

¥≠ Ω ’ qO�b�«Ë ¨©∞ ¨ ∞® ”√d�«   »        ©∞ ¨ ≤® …—R³�«Ë ¨©∞ ¨ ∞® ”√d�«   √    

± Ω ’ qO�b�«Ë ¨©±≠ ¨ ±≠® …—R³�«   œ      ©± ¨ ±≠® …—R³�«Ë ¨©≥ ¨ ±≠® ”√d�«   ?ł    

≤≠ Ω ” qO�b�«Ë ¨©±≠ ¨ ±® …—R³�«   ?¼    

∫WO�U²�« W¾�UJ*« ŸuDI�«  s� >qJ� qŁUL²�« —u×� W�œUF�Ë ¨qO�b�« W�œUF�Ë ¨…—R³�«Ë ¨”√d�« s� Îö� błË√  ≤

”≤≠ Ω ≤’   »                  ≤”∏ Ω ’   √    

± Ω ’ ´ ”∏ ´ ≤”   œ           ≤ Ω ”≤ ´ ’∏ ≠ ≤’   ?ł    

± ´ ”≤ Ω ≤©± ≠ ’®∏   Ë            ”≤ ≠ ¥ Ω ≤©± ≠ ’®   ?¼    

 ª «œUB�« —u×� Í“«u¹ Á—u×�Ë ¨©≥ ¨ ±® WDIM�UÐ d1Ë ¨©≤ ¨ ±≠® tÝ√— Íc�« T�UJ*« lDI�« W�œUF� bł  ≥

ÆÁUM×M� rÝ—« rŁ

 WDIM�« sŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð Èu²�*« w� „d×²ð w²�« ©’ ¨ ”® Ê WDIMK� wÝbMN�« q;« W�œUF� błË√  ¥

Æ≤ Ω ’ rOI²�*« sŽ U¼bFÐ ÎU¹ËU�� ©∏ ¨ ≤≠®

 WDIM�« bMŽ ∞ Ω π ≠ ”∑ ´ ’µ ≠ ≤’≥ t²�œUF� Íc�« T�UJ*« lDIK� ÍœuLF�«Ë ”UL*« W�œUF� błË√  µ

ÆtOKŽ WF�«u�« ©≤ ¨ ±®

Æ  WLO� błËQ� ¨”∏ Ω ≤’ v�UJ*« lDIK� ÎUÝU2    ´ ” Ω ’ rOI²�*« ÊU� «–≈  ∂

 wÝbMN�« q;« Ê√ 5Ð  Æ?¼≤ U²ł Ω ’ ¨?¼ Uł Ω ” ÊuJð YO×Ð Èu²�*« w� ©’ ¨ ”® Ê WDIM�« „d×²ð  ∑

Ætð—RÐË tÝ√— 5ŽË ¨T�UJ� lD� u?¼ Ê WDIMK�

ÆwI�√ tKŁU9 —u×�Ë ¨©∞ ¨ ≤≠® ¨©≥≠ ¨ ± ® ¨ ©± ¨ ±® jIM�UÐ d1 Íc�« T�UJ*« lDI�« W�œUF� błË√  ∏

±∞ ´ ”±∂ ´ ≤”∏ Ω ’ t²�œUF� Íc�« T�UJ*« lDI�« ”√— œU−¹ù q{UH²�« Âb�²Ý«  π

 lDI�« …—R³Ð —U*« rOI²�*« j)«Ë ¨’¥ Ω ≤” T�UJ*« lDI�« vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*« WŠU�� błË√  ±∞

 r−Š błËQ� ¨WK�U� …—Ëœ  UMO��« —u×� ‰uŠ WIDM*« Ác¼  —«œ «–≈Ë ÆqŁUL²�« —u×� vKŽ ÎU¹œuLŽ T�UJ*«

Æ"UM�« r�'«



∑∞

(The Ellipse)   h�U?M�« l?DI�«   ≤≠µ

      ∫n¹dFð

  5²²ÐUŁ 5²DI½ sŽ UN¹bFÐ ŸuL−� ÊuJ¹ YO×Ð Èu²�*« w� „d×²ð WDIM� wÝbMN�« q;« u¼ h�UM�« lDI�«

ÆULNMOÐ bF³�« s� d³�√ ÎU²ÐUŁ Î«—«bI� ÍËU�¹ tO�

 
≤
» Ê ´ 

±
» Ê ÊuJ¹ YO×Ð ©’¨”® Ê WDIM�« tLÝdð Íc�«Ë ¨©±∏≠µ® qJA�« w� 5³*« vM×M*« vL�¹

∫wL�½ tO�Ë ¨ÎUB�U½ ÎUFD� ÎU²ÐUŁ Î«—«bI�©’¨”®Ê

…—RÐ

e�d*«    Ë
±
»

…—RÐ

≤
»

”√—

±
—

”√—

≤
—

±

 „

≤

 „

©±∏≠µ® qJA�«

Æ5ð—R³�«  ≤»¨±» 5²²ÐU¦�« 5²DIM�«   ◄

Æh�UM�« lDI�« e�d� 5ð—R³�« 5Ð W�U�LK� WHBM*« ©Ë® WDIM�«   ◄

5ð—R³�UÐ —U*« j)« lÞUIð U²DI½ UL¼Ë ¨≤—¨±— 5²DIM�«   ◄

Æh�UM�« lDI�« wÝ√— ¨vM×M*« l�    

Æh�UM�« lDIK� d³�_« —u;« 5Ý√d�« 5Ð WK�«u�«  ≤
— 

±
—

fl
  WLOI²�*« WFDI�«   ◄

 dG�_« —u;« lDI�« vKŽ U¼U�dÞË ¨e�d*UÐ …—U*«Ë ¨d³�_« —u;« vKŽ W¹œuLF�« ≤„ ±„
fl

 WLOI²�*« WFDI�«   ◄

Æh�UM�« lDIK�    

∫h�UM�« lDI�« W�œUF�

∫5²�UŠ w� h�UM�« lDI�« W�œUF� ”—b½ ·uÝ ¨T�UJ*« lDI�« w� UL�

 vKŽ o³DM� d³�_« —u;«Ë ¨©∞¨∞® q�_« WDI½ e�d*« YOŠ ¨©wÝUO� l{Ë w� h�UM�« lDI�«® v�Ë_« W�U×�«

Æ5OŁ«bŠù« s¹—u;«  bŠ√

Æ5OŁ«bŠù« s¹—u;« bŠ_ Ì“«u� d³�_« —u;«Ë ¨©Ê¨Â® e�d*« YOŠ ¨©»U×�½« l{Ë w� h�UM�« lDI�«® WO½U¦�« W�U×�«

 ©wÝUO� l{Ë w� h�UM�« lDI�«® v�Ë_« W�U×�«

∫ÊUF{Ë W�U(« Ác¼ w� h�UM�« lDIK�

 —u;«Ë ¨©∞ ¨ ∞® q�_« WDI½ e�d*«  ∫‰Ë_« l{u�«

Æ UMO��« —u×� vKŽ o³DM� d³�_«

 q�_« WDI½ Áe�d� ÎUB�U½ ÎUFD� ©±π≠µ® qJA�« 5³¹

Æ UMO��« —u×� vKŽ o³DM� d³�_« Á—u×�Ë ¨©∞ ¨ ∞®

Æ©∞ ¨ ?ł≠®
 ≤ 

» ¨ ©∞ ¨ ?ł®
 ± 

» 5ð—R³�«  Ê√ ÷dH½

”

’

©∞¨?ł®
±
»

©’¨”®Ê

©∞¨?ł≠®
≤
»©∞¨ ≠®

≤
— ©∞¨ ®

±
—

©±π≠µ® qJA�«



∑±

 U²ÐUŁ Î«—«bI� ÍËU�¹ 5ð—R³�« sŽ UN¹bFÐ ŸuL−� ÊS� ¨h�UM�« lDI�«vKŽ WDI½ W¹√ ©’ ¨ ”® Ê X½U� «–S�

 ≤ Ω 
≤
» Ê ´ 

±
» Ê    ∫Ê√ Í√ ¨ ≤  sJO�Ë

 ≤ Ω  ≤’ ´ ≤©?ł ´ ”®  √  ´  ≤’ ´ ≤©?ł ≠ ”®  √   ∴

∫W�œUF*« vKŽ qB×½ ¨jO�³²�«Ë 5�dD�« lOÐdðË d�¹_« ·dD�« v�≈ s¹—c'« bŠ√ qIMÐ

©±®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ   ± Ω 
≤?ł ≠ ≤ 

≤’
   ´  

≤ 

≤”
 

©h�UM�« lDI�« n¹dFð®  ?ł≤ < ≤ Ê√  WEŠö0Ë

≤?ł < ≤    UNM�Ë  ¨ ?ł <    ÊuJ¹

∫W�œUF*« vKŽ qB×½ ¨©±® W�œUF*« w� i¹uF²�UÐË ª≤» sJO�Ë Vłu� —«bI�  ≤?ł ≠ ≤  Ê√ Í√

±   Ω   
≤»

≤’
    ´   

≤

 

≤”
 

¨©∞ ¨  ≠® 
≤
— ¨©∞ ¨  ® 

±
— 5Ý√d�« w�  UMO��« —u×� lDI¹ h�UM�« lDI�« Ê√ kŠô

 ©» ≠ ¨ ∞® ¨©» ¨ ∞® 5²DIM�« w�  «œUB�« —u×� lDI¹Ë

 o³DM� d³�_« —u;«Ë ¨©∞¨∞® q�_« WDI½ e�d*« ∫w½U¦�« l{u�«

Æ©≤∞≠µ® qJA�« w� UL� ¨ «œUB�« —u×� vKŽ

 q�u²�«  sJ1 ‰Ë_« l{u�«  w� U¼UM�b�²Ý« w²�«  UNð«–  WI¹dD�UÐ

∫w¼Ë w½U¦�« l{u�« w� h�UM�« lDI�« W�œUF� v�≈

±   Ω   
≤»

≤”
    ´   

≤

 

≤’
 

”

’

©?ł¨∞®
±
»

©?ł≠¨∞®
≤
»

© ¨∞®
±
—

© ≠¨∞®
≤
—

©∞¨»®©∞¨»≠®

©≤∞≠µ® qJA�«

∫ UEŠö�
≤?ł ´ ≤» Ω ≤  w¼  ?ł ¨ » ¨   ‰«uÞ_« 5Ð W�öF�«   ±

Æt� qŁU9 «—u×� UL¼ h�UM�« lDI�« «—u×�   ≤

Æ» <  ¨»≤ Ω dG�_« —u;« ‰uÞË ¨ ≤ Ω h�UM�« lDIK� d³�_« —u;« ‰uÞ   ≥

 ÊS� ¨≤” ÂUI� w¼ ≤  X½U� «–≈Ë ¨≤  ÎULz«œ q¦1 5²IÐU��« h�UM�« lDI�« w²�œUF� w� d³�_« ÂUI*«   ¥

 ¨≤’ ÂUI� w¼ ≤  X½U� «–≈ U�√ ¨©wMOÝ h�U½ lD�®  UMO��« —u×� vKŽ ÎUI³DM� ÊuJ¹ d³�_« —u;«

Æ©ÍœU� h�U½ lD�®  «œUB�« —u×� vKŽ ÎUI³DM� ÊuJ¹ d³�_« —u;« ÊS�



∑≤

      ∫n¹dFð
?ł

  Ω  ?¼   Ê√ Í√   
?ł

  W³�M�« u¼ ¨  ?¼ e�d�UÐ t� e�d¹Ë ¨h�UM�« lDIK� Íe�d*« ·ö²šô«

 > ?ł ¨ ÊU²³łu�  ¨ ?ł Ê_ ± > ?¼ > ∞ Ê√ kŠô

Æ…dz«œ s� »d²I¹ h�UM�« lDI�« ÊS�   ∞ ← ?¼   U�bMŽË

ÆWLOI²�� WFD� s� »d²I¹ h�UM�« lDI�« ÊS�   ± ← ?¼   U�bMŽË

 rŁ ªs¹—u;«Ë ¨5Ý√d�«Ë ¨ 5ð—R³�« ∫s� Îö� 5Ž ¨± Ω 
±∂

≤’
   ´  

≤µ

≤”
   h�UM�« lDIK�  ∫©±® ‰U¦�

Æh�UM�« lDI�« vM×M� rÝ—«

∫tO� wMOÝ h�U½ lD� u¼ h�UM�« lDI�«  

µ Ω   UNM�Ë ¨  ≤µ Ω ≤   

¥ Ω »   UNM�Ë  ̈±∂ Ω ≤»   

π Ω ±∂ ≠ ≤µ Ω ≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł   sJ�   

≥ Ω ?ł  ∴  

”

’

©∞¨ ≥®
±
»©∞¨ ≥≠®

≤
»©∞¨ µ≠®

≤
— ©∞¨ µ®

±
—

©¥¨ ∞®

©¥≠¨ ∞®

dG�_« —u;«

d³�_« —u;«

©∞¨∞®

©≤±≠µ® qJA�«

©∞¨≥≠®
 ≤

» ¨ ©∞¨≥®
 ±

»  ∫UL¼ ÊUð—R³�«   

©∞ ¨ µ≠®
 ≤

— ¨ ©∞ ¨ µ®
 ±

—  ∫UL¼ ÊUÝ√d�«   

±∞ Ω   ≤ Ω   t�uÞË   ̈   ∞ Ω ’  ∫w¼ d³�_« —u;« W�œUF�   

∏ Ω  »≤ Ω   t�uÞË   ̈   ∞ Ω ”  ∫w¼ dG�√ —u;« W�œUF�   

Æ©≤±≠µ® qJA�« dE½«   

 ¨©∞ ¨ ¥≠® ¨©∞ ¨ ¥® ÊU²DIM�« ÁUð—RÐË ¨©∞ ¨ ∞® Áe�d� Íc�« h�UM�« lDI�« W�œUF� błË√  ∫©≤® ‰U¦�

Æ©≥≠ ¨ ∞® ¨©≥ ¨ ∞® 5²DIM�« bMŽ ÍœUB�« —u;« lDI¹Ë

©wMOÝ h�U½ lD�®  UMO��« —u×� vKŽ ÁUð—RÐË ¨©∞¨∞®  Áe�d� lDI�«  

± Ω 
≤»

≤’
   ´  

≤ 

≤”
  …—uB�« t²�œUF� c�²ð  ∴  



∑≥

¥ Ω ?ł   ̈   ≥ Ω »   

≤µ Ω ±∂ ´ π Ω ≤?ł ´ ≤» Ω ≤   sJ�   

µ Ω   ∴  

± Ω 
π

≤’
   ´  

≤µ

≤”
   W�œUF*«  ∴  

Æ©≤≤≠µ® qJA�« dE½«   

”

’

©∞¨ ¥®
±
»©∞¨ ¥≠®

≤
» ©∞¨ µ®

±
—

©≥¨ ∞®

©≥≠¨ ∞®

©∞¨ µ≠®
≤
—

©≤≤≠µ® qJA�«

t²�œUF� Íc�« h�UM�« lDIK� Íe�d*« ·ö²šô«Ë ¨5ð—R³�«Ë ¨5Ý√d�« 5Ž  ∫©≥® ‰U¦�

ÆlDI�« vM×M� rÝ—« rŁ ¨≤≤µ Ω ≤’π ´ ≤”≤µ   

± Ω  
≤µ

≤’
   ´  

π

≤”
  ∫Z²M¹  ≤≤µ vKŽ   ≤≤µ Ω ≤’π ´ ≤”≤µ   W�œUF*« w�dÞ WL�IÐ  

± Ω  
≤»

≤”
   ´  

≤ 

≤’
  …—uB�« vKŽ w¼Ë   

∫tO� ÍœU� h�U½ lD� u¼ h�UM�« lDI�« Ê√ Í√   

≥ Ω »   UNM�Ë  ̈π Ω ≤»  ªµ Ω   UNM�Ë ¨≤µ Ω ≤   

±∂ Ω π ≠ ≤µ Ω ≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł sJ�   

¥ Ω ?ł  ∴  

©¥ ∓ ¨ ∞®   Í√    ©?ł ∓ ¨ ∞® ∫UL¼ ÊUð—R³�«  ∴  

©µ ∓ ¨ ∞®   Í√   ©  ∓ ¨ ∞® ∫ UL¼ ÊUÝ√d�«   

∞[∂ Ω  
µ

≥
   Ω  

?ł
    Ω  ?¼ Íe�d*« ·ö²šô«   

Æ ©≤≥≠µ® qJA�« dE½«   

”

’

©∞¨ ≥®©∞¨ ≥≠®

©¥¨ ∞®
±
»

©µ¨ ∞®
±
—

©µ≠¨ ∞®
≤
—

©¥≠¨∞®
≤
»

©≤≥≠µ® qJA�«

Æ©»U×�½« l{Ë w� h�UM�« lDI�«® WO½U¦�« W�U×�«

 Ì“«u??�  d??³??�_« —u???;«Ë ©Ê¨Â® e??�d??*«  ∫‰Ë_« l{u�«

Æ©≤¥≠µ® qJA�« dE½« Æ UMO��« —u;

”

’

©Ê¨ ≠Â®
≤
— ©Ê¨ ´Â®

±
—©Ê¨Â® ©Ê¨?ł´Â®

±
»©Ê¨?ł≠Â®

≤
»

©»´Ê¨Â®

©»≠Ê¨Â®

©≤¥≠µ® qJA�«

∫w¼ h�UM�« lDI�« W�œUF� ÊuJð l{u�« «c¼  w�

± Ω 
≤»

≤©Ê ≠ ’®
   ´  

≤

 

≤©Â ≠ ”®
 



∑¥

 WOÝUÝ_« Ád�UMŽ rÝd�UÐ ÎU×{u� 5Ž ¨± Ω 
≥∂

≤©≥ ≠ ’®
  ´  

±∞∞

≤©≤ ≠ ”®
  t²�œUF� h�U½ lD�  ∫©¥® ‰U¦�

Æs¹—u;«Ë ¨5Ý√d�«Ë ¨5ð—R³�«Ë ¨e�d*« ∫WOðü«

± Ω 
≤»

≤©Ê ≠ ’®
   ´  

≤ 

≤©Â ≠ ”®
   …—uB�« vKŽ W�œUF*«  

 Áe�d�Ë  ¨©wMOÝ  h�U½  lD�®   UMO��«  —u;  Ì“«u??�  d³�_«  Á—u×�  ÎUB�U½  ÎUFD�  q¦9  w¼Ë  

∫tO�Ë  ¨©≥¨≤® Ω ©Ê¨Â®

±∞ Ω   UNM�Ë   ±∞∞ Ω ≤   

∂ Ω »   UNM�Ë   ≥∂ Ω ≤»   

∂¥ Ω ≥∂ ≠ ±∞∞ Ω ≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł sJ�   

∏ Ω ?ł  ∴  

h�UM�« lDI�« `{u¹ ©≤µ≠µ® qJA�«   

”

’

©≥¨±∞®
±
»©≥¨ ∂≠®

≤
»©≥¨ ∏≠®

≤
— ©≥¨±≤®

±
—

©π¨ ≤®

©≥≠¨ ≤®

©≥¨≤® Â

©∞¨∞®

©≤µ≠µ® qJA�«

∫UL¼ 5ð—R³�« Ê√ kŠöð tM�Ë   

©≥ ¨ ∂≠® Ω ©≥¨ ∏ ≠ ≤®
 ≤

» ª©≥ ¨ ±∞® Ω ©≥¨ ∏ ´ ≤® ±
»   

©≥ ¨ ∏≠® Ω ©≥ ¨ ±∞ ≠ ≤®
 ≤

— ª©≥ ¨ ±≤® Ω ©≥ ¨ ±∞ ´ ≤® ±
—  ∫UL¼ 5Ý√d�«Ë   

≤∞ Ω ±∞ × ≤ Ω ≤ Ω t�uÞË ¨≥ Ω ’ w¼ d³�_« —u;« W�œUF�   

±≤ Ω ∂ × ≤ Ω »≤ Ω t�uÞË ¨≤ Ω ” w¼ dG�_« —u;« W�œUF�   

Æ «œUB�« —u; Ì“«u� d³�_« —u;«Ë ¨©Ê ¨ Â® e�d*« ∫w½U¦�« l{u�«

Æ©≤∂≠µ® qJA�« dE½«

∫w¼ h�UM�« lDI�« W�œUF� ÊuJð l{u�« «c¼ w�

± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
   ´  

≤

 

≤©Ê ≠ ’®
  

”

’

©?ł´Ê¨Â®
±
»

© ´Ê¨Â®
±
—

©Ê¨»´Â®©Ê¨Â®

©?ł≠Ê¨Â®
≤
»

© ≠Ê¨Â®
≤
—

©Ê¨»≠Â®

©≤∂≠µ® qJA�«



∑µ

 dH� Ω ±∞∞ ´ ’¥∞ ≠ ”≥∂ ´ ≤’¥ ´ ≤”π  t²�œUF� h�U½ lD�  ∫©µ® ‰U¦�

ÆÍe�d*« ·ö²šô«Ë ¨5Ý√d�«Ë ¨5ð—R³�«Ë ¨e�d*« ∫s� Îö� rÝd�UÐ ÎU×{u� 5Ž   

dH� Ω ±∞∞ ´ ’¥∞ ≠ ”≥∂ ´ ≤’¥ ´ ≤”π  ∫w¼ h�UM�« lDI�« W�œUF�  

∫W�œUF*« `³Bð ¨’ ¨” w� lÐd*« ‰UL�SÐ   

±∞∞ ´ ≥∂ ´ ±∞∞≠ Ω ©≤µ ´ ’±∞ ≠ ≤’®¥ ´ ©¥ ´ ”¥ ´ ≤”®π   

≥∂ Ω ≤©µ ≠ ’®¥ ´ ≤©≤ ´ ”®π   

± Ω 
¥

≤©≤ ´ ”®
   ´  

π

≤©µ ≠ ’®
  ∫`³Bð ¨≥∂ vKŽ W�œUF*« w�dÞ WL�IÐ   

  ± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
   ´  

≤ 

≤©Ê ≠ ’®
   …—uB�« vKŽ w¼Ë   

 —u;  Ì“«u???�  d??³??�_«  Á—u??×??�  ÎUB�U½  ÎUFD�  W�œUF*«  q¦9Ë  

 Æ©ÍœU� h�U½ lD�® ¨ «œUB�«

∫tO�Ë ¨©µ¨≤≠® Ω ©Ê¨Â® Áe�d�Ë  

≥ Ω  UNM�Ë   ¨   π Ω ≤   

≤ Ω »   UNM�Ë   ¨   ¥ Ω ≤»   

µ Ω ¥ ≠ π Ω ≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł sJ�   

  µ  √  Ω ?ł  ∴  

∫h�UM�« lDI�« vM×M� `{u¹ ©≤∑≠µ® qJA�«   

”

’

©µ¨∞®©µ¨ ¥≠®

©∏¨ ≤≠®
±
—

©≤¨ ≤≠®
≤
—

©µ¨ ≤≠®

©  µ √´µ¨ ≤≠®
±
»

©  µ √≠µ¨ ≤≠®
≤
»

©∞¨∞®

©≤∑≠µ® qJA�«

©  µ  √ ≠ µ ¨ ≤≠® ¨ ©  µ  √ ´ µ ¨ ≤≠® ∫UL¼ ÊUð—R³�«   

©≤ ¨ ≤≠® ¨ ©∏ ¨ ≤≠®  Í√  ©≥≠µ ¨ ≤≠® ¨ ©≥´µ ¨ ≤≠® ∫UL¼ ÊUÝ√d�«   

   
≥

 µ  √
  Ω  

?ł
   Ω  ?¼ Íe�d*« ·ö²šô«   

 ÊU²DIM�« ÁUð—RÐË ¨©≤≠  ̈≥®  ̈©≤≠  ̈±≥® ÊU²DIM�« ÁUÝ√— Íc�« h�UM�« lDI�« W�œUF� błË√  ∫©∂® ‰U¦�

Æ©≤≠ ¨ ¥® ¨©≤≠ ¨ ±≤®

¨5ð—R³�« Ë√ ¨5Ý√d�« 5Ð W�U�*« nB²M� w� lI¹ h�UM�« lDI�« e�d�  

Æ©≤≠ ¨ ∏® Ω ©
≤

≤≠ ´ ≤≠
  ¨ 

≤

≥ ´ ±≥
 ® Ω e�d*«  ∴  

©wMOÝ h�U½ lD�®  UMO��« —u; Ì“«u� d³�_« Á—u×�   



∑∂

±∞ Ω ≥ ≠ ±≥ Ω d³�_« —u;« ‰uÞ Ω  ≤   

µ Ω   ∴  

  ∏ Ω ¥ ≠ ±≤ Ω   5ð—R³�« 5Ð bF³�« Ω  ?ł≤   

¥ Ω ?ł  ∴  
≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł  sJ�   

π Ω ≤»  ⇐   ≤» ≠ ≤µ Ω ±∂  ∴  

∫…—uB�« vKŽ h�UM�« lDI�« W�œUF�  ∴  

 ± Ω 
≤»

≤©Ê ≠ ’®
  ´ 

≤ 

≤©Â ≠ ”®
 

  

± Ω 
π

≤©≤´’®
  ´ 

≤µ

≤©∏≠”®
 

 
Í√   

vM×M� ©≤∏≠µ® qJA�« `{u¹   

Æh�UM�« lDI�«   

”

’

©≤≠¨ ±≤®
±
»©≤≠¨ ¥®

≤
»©≤≠ ¨ ≥®

≤
— ©≤≠ ¨±≥®

±
—

©±¨∏®

©µ≠¨ ∏®

©≤≠ ¨∏® Â

©∞¨∞®

©≤∏≠µ® qJA�«

Æt²�œUF� bł ¨∞[∂  Íe�d*« t�ö²š«Ë ¨©≤≠ ¨ ≤® ¨ ©¥ ¨ ≤® ÁUð—RÐ h�U½ lD�  ∫©∑® ‰U¦�

  ©≤≠ ¨ ≤® ¨ ©¥ ¨ ≤® tOð—RÐ Ê√ U0Ë Æ©± ¨ ≤® Ω © ≤

≤ ≠  ¥
  ¨ 

≤

≤ ´ ≤
 ®   e�d*« UOŁ«bŠ≈  

Æ©≤π≠µ® qJA�« w� UL� ÍœU� h�U½ lD� uN� Ê–≈ ª «œUB�« —u; Ì“«u� rOI²�� vKŽ ÊUFIð   

 ± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
  ´ 

≤ 

≤©Ê ≠ ’®
  …—uB�« t²�œUF� c�²ðË   

  ?ł≤  Ω 5ð—R³�« 5Ð bF³�«   

≥ Ω ?ł UNM�Ë ¨∂ Ω ©≤≠® ≠¥  Ω                                  

µ Ω   UNM�Ë ¨ 
≥

  Ω ∞[∂   UNM�Ë ¨ 
?ł

   Ω   ?¼    
”

’

©±¨ ≤®

©¥ ¨≤®
±
»

©≤≠ ¨≤®
≤
»

©∞¨∞®

©≤π≠µ® qJA�«

≤» ≠ ≤µ Ω π   UNM�Ë ¨ ≤» ≠ ≤  Ω ≤?ł   

¥ Ω »   UNM�Ë ¨±∂ Ω ≤» UNM�Ë   

± Ω 
±∂

≤©≤ ≠ ”®
   ´  

≤µ

≤©± ≠ ’®
  ∫w¼ W�œUF*«  ∴

 



∑∑

©≤≠µ® s¹—U9

∫WO�U²�«  ôU(« s� >q� w� h�UM�« lDI�« W�œUF� błË√  ±

Æ «bŠË ∂ d³�_« Á—u×� ‰uÞË  ̈©∞ ¨ ±∓® ÁUð—RÐË ¨©∞ ¨ ∞®   Áe�d�   √    

Æ∞[µ Íe�d*« t�ö²š«Ë   ̈©≤∓ ¨ ∞® ÁUð—RÐË ¨©∞ ¨ ∞®   Áe�d�   »    

Æ ∞[∂ Íe�d*« t�ö²š«Ë ¨©∏≠ ¨  ≤® ¨ ©±≤ ¨ ≤®   ÁUÝ√—   ?ł    

Æ©≤ ¨ ≥® WDIM�UÐ d1Ë ¨©∂≠ ¨ ∞® ¨ ©∂ ¨ ∞®   ÁUÝ√—   œ    

∫WOÝUÝ_« Ád�UMŽ tOKŽ ÎU×{u� ¨wK¹ U2 >q� w� h�UM�« lDI�« rÝ—«  ≤

±≤ Ω ≤’¥ ´ ≤”≥   »             ± Ω 
¥

≤’
   ´  

π

≤”
   √    

≥≤ Ω ≤’ ´ ”∏ ´ ≤”¥   œ       ± Ω 
±∂

≤©≤ ≠ ’®
   ´  

π

≤©± ´ ”®
   ?ł    

∞ Ω ∑± ≠ ’±∏ ≠ ”∂¥ ´ ≤’π ´ ≤”±∂   Ë     ≤≥ Ω ”¥ ´ ’±∏ ≠ ≤’π ´ ≤”   ?¼    

 ©¥≠ ¨ ∞® ¨ ©¥ ¨ ∞® 5²DIM�« sŽ UN¹bFÐ ŸuL−� ÊuJ¹ YO×Ð ¨Èu²�*« w� ©’ ¨ ”® Ê WDIM�« „d×²ð  ≥

ÆWDIM�« ÁcN� wÝbMN�« q;« W�œUF� błË√ ÆÎULz«œ  «bŠË ±∞ ÍËU�¹

ÆtOKŽ WF�«u�« ©≥ ¨ ≤≠® WDIM�« bMŽ ¨µ∂ Ω ≤’¥ ´ ≤”µ h�UM�« lDIK� ”UL*« W�œUF� błË√  ¥

¨± ´ ?¼Uł ≤ Ω ” YO×Ð ¨Èu²�*« w� „d×²ð w²�«  ©’ ¨ ”® Ê WDIMK� wÝbMN�« q;« W�œUF� błË√  µ

Æ≤ ≠ ?¼U²ł ≥ Ω ’    

 ŸUHð—«Ë Â≥∞ ”uI�« …bŽU� ‰uÞ ÊU� «–S� ªwI�√ d³�_« Á—u×� h�U½ lD� nB½ qJý t� ”uI� d�ł  ∂

Æ…bŽUI�« e�d� s� Â∂ bFÐ vKŽ ”uI�« ŸUHð—« b−� ¨Â±∞ wI�_« —u;« ‚u� ”uI�« w� WDI½ vKŽ√

 błËQ� ¨©∂¨∞® WDIM�«  bMŽ  «œUB�« —u×� lDI¹ ≥∂ Ω ≤’¥ ´ ≤”π h�UM�«  lDIK� ”UL*« ÊU� «–≈  ∑

Æ”UL²�« ◊UI½

 ª©≤ ¨≤® WDIM�« sŽ U¼bFÐ wK¦� ± Ω ’ rOI²�*« sŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð Èu²�*« w� ©’ ¨”® Ê WDI½ „d×²ð  ∏

ÆWOÝUÝ_« Ád�UMŽ 5ŽË ¨h�U½ lD� u¼ Ê WDIMK� wÝbMN�« q;« Ê√ 5Ð



∑∏

(The Hyperbola) b???z«e�« l???DI�«   ≥≠µ

      ∫n¹dFð

 5²DI½ sŽ UN¹bFÐ 5Ð oKD*« ‚dH�« ÊuJ¹ YO×Ð Èu²�*« w� „d×²ð WDIM� wÝbMN�« q;« u¼ bz«e�« lDI�«

ÆULNMOÐ bF³�« s� dG�√ ÎU²ÐUŁ Î«bFÐ ÍËU�¹ tO� 5²²ÐUŁ

 ¸ 
±
» Ê ≠ 

≤
» Ê ¸ ÊuJ¹ YO×Ð ©’¨”® Ê WDIM�« tLÝdð Íc�«Ë ¨©≥∞≠µ® qJA�« w� 5³*« vM×M*« vL�¹

∫wL�½ tO�Ë Î̈«bz«“ ÎUFD� ¨ÎU²ÐUŁ Î«—«bI�

 Æ5ð—R³�«  
≤
» ¨

±
» 5²²ÐU¦�« 5²DIM�«   ◄

 Æbz«e�« lDI�« e�d� 5ð—R³�« 5Ð W�U�LK� WHBM*« ©Ë® WDIM�«   ◄

Æbz«e�« lDI�« wÝ√—  
≤
— ¨

±
— ÊU²DIM�«   ◄

ÆlÞUI�« —u;« 5Ý√d�« 5Ð WK�«u�« ≤
— 

±
—

fl
   WLOI²�*« WFDI�«   ◄

©’¨”®Ê

Ë
±
—

≤
—

±
»

≤
»

…—RÐ ”√— …—RÐ”√—e�d�

©≥∞≠µ® qJA�«

∫bz«e�« lDI�« W�œUF�

∫5²�UŠ w� bz«e�« lDI�« W�œUF� ”—bMÝ

  o³DM� lÞUI�« —u;«Ë ¨©∞¨∞ ® q�_« WDI½ e�d*« YOŠ ¨©wÝUO� l{Ë w� bz«e�« lDI�«® v�Ë_« W�U×�«

Æ5OŁ«bŠô« s¹—u;« bŠ√ vKŽ      

Æ5OŁ«bŠù« s¹—u;« bŠ_ Ì“«u� lÞUI�« Á—u×�Ë ¨©Ê¨Â® e�d*« YOŠ ¨©»U×�½« l{Ë w� bz«e�« lDI�«® WO½U¦�« W�U×�«

©wÝUO� l{Ë w� bz«e�« lDI�«® v�Ë_« W�U×�«

∫ÊUF{Ë W�U(« Ác¼ w� bz«e�« lDIK�

 —u???;«Ë  ¨©∞¨∞®  q???�_«  WDI½  e??�d??*«  ∫‰Ë_« l{u�«

Æ©wMOÝ bz«“ lD�®  UMO��« —u×� vKŽ o³DM� lÞUI�«

Æ©≥±≠µ® qJA�« dE½«

”

©∞¨?ł®
±
»©∞¨?ł≠®

≤
» ©∞¨ ≠®

≤
— ©∞¨ ®

±
—

’

©’¨”®Ê

©≥±≠µ® qJA�« ÊuJ¹ bz«e�« lDI�« vM×M� vKŽ WF�«Ë ©’¨”® Ê WDI½ Í_



∑π

 ≤ Ω   ÎU²ÐUŁ Î«—«bI�  Ω ¸ 
±
» Ê ≠ 

≤
» Ê¸

≤ ∓  Ω  
±
» Ê ≠ 

≤
» Ê

∫Ê√ Z²M¹ i¹uF²�UÐË

≤∓  Ω  ≤’ ´ ≤©?ł ≠ ”®  √ ≠  ≤’ ´ ≤©?ł ´ ”®  √

∫W�œUF*« vKŽ qB×½ ¨—UB²šô«Ë W¹d³'«  UOKLF�« ¡«dł≈ bFÐ

∫ …—uB�« vKŽ W�œUF*« `³Bð  ¨≤  ≠ ≤?ł Ω ≤» i¹uF²ÐË   ±  Ω  
≤  ≠ ≤?ł

≤’
   ≠  

≤ 

≤”
 

±  Ω  
≤»

≤’
   ≠  

≤

 

≤”
 

 ‰uÞ Ê√Ë ¨©∞¨  ≠®
 ≤

— ¨ ©∞¨  ®
 ±

— 5Ý√d�« w�  UMO��« —u×� lDI¹ l{u�« «c¼ w� bz«e�« lDI�« Ê√ kŠô

 ¨≤»≠ Ω ≤’ W�œUF*« `³Bð ¨dH� Ω ” i¹uF²Ð t½_ p�–Ë ª «œUB�« —u×� lDI¹ ô t½√Ë ¨  ≤ lÞUI�« —u;«

 bz«e�« lDI�« e�d� s� lÞUI�« —u;« vKŽ W¹œuLF�« WLOI²�*« WFDI�« wL�MÝ UMMJ�Ë ª  w� UN� qŠ ô W�œUF� w¼Ë

Æ»≤ ÍËU�¹ t�uÞË ¨bz«e�« lDIK� o�«d*« —u;« ¨©» ¨ ∞® ¨ ©»≠ ¨ ∞® 5²DIM�« 5Ð qBð w²�«Ë

 o³DM� lÞUI�« —u;«Ë ¨©∞  ̈∞ ® q�_« WDI½ e�d*«  ∫w½U¦�« l{u�«

Æ©≥≤≠µ® qJA�« dE½« Æ©ÍœU� bz«“ lD�®  «œUB�« —u×� vKŽ

”

©?ł¨∞®
±
»

© ¨∞®
±
—

’

© ≠¨∞®
≤
—

©?ł≠¨∞®
≤
»

©≥≤≠µ® qJA�«

∫w¼ bz«e�« lDI�« W�œUF� ÊuJð W�U(« Ác¼ w�

±  Ω  
≤»

≤”
   ≠  

≤

 

≤’
 

∫ UEŠö�

Æ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł ∫w¼ bz«e�« lDI�« w� ?ł ¨ » ¨  ‰«uÞ_« 5Ð W�öF�«   ±

Æ»≤ Ω o�«d*« Á—u×� ‰uÞË ¨ ≤Ωbz«e�« lDIK� lÞUI�« —u;« ‰uÞ   ≤

Æt� qŁU9 «—u×� UL¼ bz«e�« lDI�« «—u×�   ≥

Æbz«e�« lDI�« W�œUF� w� Vłu*« b(« ÂUI� w¼ ≤   ¥



∏∞

      ∫n¹dFð

  
?ł

   W³�M�« u¼ ¨ ?¼ e�d�UÐ t� e�d¹Ë ¨bz«e�« lDIK� Íe�d*« ·ö²šô«

  ± >  ?¼  YOŠ h�UM�« lDI�« ·ö�Ð ¨± < ?¼  ÊuJð bz«e�« lDI�« w� t½√ kŠô

  bz«e�« lDIK� ¨Íe�d*« ·ö²šô«Ë ¨s¹—u;« w�uÞË ¨5ð—R³�«Ë ¨5Ý√d�« ∫s� Îö� 5Ž  ∫©±® ‰U¦�

ÆlDI�« vM×M� rÝ—« rŁ ª±  Ω  
π

≤’
   ≠  

±∂

≤”
 

∫tO�Ë ¨©∞ ¨ ∞® Áe�d� ÎUOMOÝ Î«bz«“ ÎUFD� W�œUF*« q¦9  

¥ Ω   UNM�Ë ¨±∂ Ω ≤   

≥ Ω »   UNM�Ë  ̈π Ω ≤»   

≤µ Ω π ´ ±∂ Ω ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł   

µ Ω ?ł  ∴  

bz«e�« lDI�« vM×M� ©≥≥≠µ®  qJA�« q¦1   

”

©∞ ¨µ®
±
»©∞ ¨µ≠®

≤
» ©∞ ¨¥≠®

≤
— ©∞ ¨¥®

±
—

’

©≥≥≠µ® qJA�«
©∞ ¨ ¥∓® UL¼ ÊUÝ√d�«   

©∞ ¨ µ∓® UL¼ ÊUð—R³�«   

∏ Ω ¥ × ≤ Ω ≤ Ω  lÞUI�« —u;« ‰uÞ   

∂ Ω ≥ × ≤ Ω »≤ Ω  o�«d*« —u;« ‰uÞ   

  
¥

µ
   Ω  

?ł
   Ω ?¼  Íe�d*« ·ö²šô«   

 ¨©∞  ̈≥≠®  ̈©∞¨≥®  ÁUÝ√—Ë ¨©∞  ̈µ≠®  ̈©∞  ̈µ® ÁUð—RÐ Íc�« bz«e�« lDI�« vM×M� rÝ—«  ∫©≤® ‰U¦�

Æt²�œUF� błË√ rŁ

 vKŽ ÊU²F�«Ë ©∞ ¨µ∓® tOð—RÐ Ê√ U0Ë ¨© ∞ ¨∞® Ω  © ≤

∞ ´ ∞
  ¨ 

≤

µ≠ ´ µ
 ®  Ω  e�d*« UOŁ«bŠ≈  

Æ©≥¥≠µ® qJA�« dE½« ¨wÝUO� l{Ë w� wMOÝ bz«“ lD� uN�  UMO��« —u×�

∫w¼ bz«e�« lDI�« W�œUF�  



∏±

±  Ω  
≤»

≤’
   ≠  

≤ 

≤”
 

  
”

©∞ ¨µ®
±
»©∞ ¨µ≠®

≤
» ©∞ ¨≥≠®

≤
— ©∞ ¨≥®

±
—

’

©≥¥≠µ® qJA�«

≥ Ω   Ω e�d*« bMŽ ”√d�« bFÐ   

µ Ω  ?ł Ω e�d*« sŽ …—R³�« bFÐ   

 ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł sJ�   

±∂ Ω ≤»    UNM�Ë  ¨ ≤» ´ π Ω ≤µ  ∴  

±  Ω  
±∂

≤’
   ≠  

π

≤”
   ∫w¼ bz«e�« lDI�« W�œUF�  ∴  

Íe�d*« t�ö²š«Ë ¨±≤ tOð—RÐ 5Ð bF³�«Ë ¨©∞ ¨ ∞® Áe�d� Íc�« bz«e�« lDI�« W�œUF� bł  ∫©≥® ‰U¦�

Æ «œUB�« —u×� vKŽ o³DM� lÞUI�« Á—u×�Ë ¨ 
≤

≥
   Ω ?¼   

¨ «œUB�« —u×� vKŽ o³DM� lÞUI�« Á—u×�Ë ¨©∞ ¨ ∞® u¼ bz«e�« lDI�« e�d� Ê√ U0  

∫…—uB�« t²�œUF� c�²ð Ê–≈   

±  Ω  
≤»

≤”
   ≠  

≤ 

≤’
 

  

∂ Ω ?ł   UNM�Ë  ¨±≤   Ω ?ł≤   

 
?ł

   Ω ?¼   Íe�d*« ·ö²šô«   

¥ Ω   UNM�Ë
      

∂
   Ω  

≤

≥
  ∴  

≤» ´ ≤  Ω ≤?ł Ê√ U0Ë   

≤∞ Ω ≤»   UNM�Ë  ≤» ´ ≤©¥® Ω ≥∂  ∴  

±  Ω  
≤∞

≤”
   ≠  

±∂

≤’
  w¼ W�œUF*«  ∴  

©≥µ≠µ® qJA�« dE½«   

”

©∂¨∞®
±
»

© ¥¨∞®
±
—

’

©¥≠ ¨∞®
≤
—

©∂≠ ¨∞®
≤
»

©≥µ≠µ® qJA�«



∏≤

©»U×�½« l{Ë w� bz«e�« lDI�«® WO½U¦�« W�U×�«

 —u; Ì“«u� lÞUI�« —u;«Ë ¨©Ê ¨ Â® e�d*«  ∫‰Ë_« l{u�«

Æ©≥∂≠µ® qJA�« w� UL� ¨©wMOÝ bz«“ lD�®  UMO��«

∫…—uB�« vKŽ W�œUF*« ÊuJð ¨l{u�« «c¼ w�

± Ω 
≤»

≤©Ê ≠ ’®
  ≠  

≤

 

≤©Â ≠ ”®
 

©Ê¨  ≠ Â®

©Ê¨Â®

”

’

±
—

≤
—

≤
»

±
»

©Ê¨  ´ Â®©Ê¨?ł ≠ Â® ©Ê¨?ł ´ Â®

©≥∂≠µ® qJA�«

 —u;  Ì“«u???�  lÞUI�«  —u???;«Ë  ¨©Ê  ¨  Â®  e??�d??*«  ∫w½U¦�« l{u�«

Æ©≥∑≠ µ® qJA�« w� UL� ¨©ÍœU� bz«“ lD�®  «œUB�«

∫…—uB�« vKŽ W�œUF*« ÊuJð ¨l{u�« «c¼ w�

± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
   ≠  

≤
 

≤©Ê ≠ ’®
 

’

©Ê¨Â®

”

±
—

≤
—

≤
»

±
»©?ł ´ Ê¨ Â®

©  ´ Ê¨ Â®

©  ≠ Ê¨ Â®

©?ł ≠ Ê¨ Â®

©≥∑≠µ® qJA�«

± Ω 
≤∑

≤©≥ ≠ ’®
‘   ≠  

π

≤©≤ ≠ ”®
   t²�œUF� bz«“ lD�  ∫©¥® ‰U¦�

ÆWOÝUÝ_« Ád�UMŽ tOKŽ ÎU×{u� lDI�« vM×M* ÎUO³¹dIð ÎöJý rÝ—«   

∫tO�Ë ¨©≥ ¨ ≤® WDIM�« Áe�d�Ë  UMO��« —u; Ì“«u� lÞUI�« Á—u×� Î«bz«“ ÎUFD� W�œUF*« q¦9  

≥ Ω   UNM�Ë ¨π Ω ≤   

≥  √  ≥ Ω »   UNM�Ë  ̈≤∑ Ω ≤»   

 ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł   

∂ Ω ?ł  UNM�Ë ¨≥∂ Ω ≤∑ ´ π Ω     

©≥∏≠µ® qJA�« dE½«   

”

©≥ ¨∏®
±
»©≥ ¨¥≠®

≤
» ©≥ ¨±≠®

≤
— ©≥ ¨µ®

±
—

’

©≥ ¨≤®Â

©≥∏≠µ® qJA�«

©≥ ¨≥≠≤® ¨©≥¨≥´≤®∫UL¼ ÊUÝ√d�«   

©≥ ¨±≠® ¨ ©≥ ¨ µ®  Í√   



∏≥

©≥ ¨∂ ≠≤® ¨©≥ ¨∂ ´ ≤® ∫UL¼ ÊUð—R³�«   

©≥ ¨ ¥≠® ¨ ©≥ ¨ ∏®  Í√   

∂ Ω ≥ × ≤ Ω ≤ Ω t�uÞË  ̈≥ Ω ’ w¼  lÞUI�« Á—u×� W�œUF�   

≥  √ ∂ Ω ≥  √ ≥ × ≤ Ω »≤ Ω  t�uÞË  ¨≤ Ω ” w¼  o�«d*« Á—u×� W�œUF�   

              WDIM�«  tOÝ√—  bŠ√Ë  ¨©¥≠  ¨  ≤®  Áe�d�  Íc�«  bz«e�«  lDI�«  W�œUF�  rÝd�UÐ  ÎU×{u�  błË√  ∫©µ® ‰U¦�

Æ 
≥

µ
   Íe�d*« t�ö²š«Ë ¨©±≠ ¨ ≤®

 tOÝ√— bŠ√Ë ¨©¥≠ ¨ ≤® WDIM�« u¼ bz«e�« lDI�« e�d� Ê√ U0  

 ¨ «œUB�« —u; Ì“«u� lÞUI�« Á—u×� ÊS� ¨©±≠  ̈≤® WDIM�«

Æ…—uB�« vKŽ t²�œUF� ÊuJðË ¨©≥π≠µ® qJA�« kŠô
”

©±¨≤®
±
»

© ±≠ ¨≤®
±
—

’

©∑≠ ¨≤®
≤
—

©π≠¨≤®
≤
»

©¥≠ ¨≤®Â

©≥π≠µ® qJA�«

 ± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
   ≠  

≤ 

≤©Ê ≠ ’®
 

  

± Ω 
≤»

≤©≤ ≠ ”®
   ≠  

≤ 

≤©¥ ´ ’®
 

  
Í√   

≥ Ω  Ω 5Ý√d�« bŠ√Ë e�d*« 5Ð  bF³�«   

µ Ω ?ł   UNM�Ë ¨
 ≥

?ł
   Ω  

≥

µ
  ∴ ¨  

?ł
   Ω ?¼   

±∂ Ω ≤»   UNM�Ë   ¨≤» ´ π Ω ≤µ  ∴  ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł   

± Ω 
±∂

≤©≤ ≠ ”®
   ≠  

π

≤©¥ ´ ’®
  ∫w¼ W�œUF*«   

ÆWOÝUÝ_« Ád�UMŽ tOKŽ ÎUMO³� ÁUM×M� rÝ—« ¨∞ Ω±±≠’∂≠”∏´≤”¥≠≤’ t²�œUF� bz«“ lD�  ∫©∂® ‰U¦�

∞ Ω ±± ≠ ’∂ ≠ ”∏ ´ ≤”¥ ≠ ≤’  

∫W�œUF*« `³Bð ¨’ ¨” w� lÐd*« ‰UL�SÐ   

¥ ≠ π ´ ±± Ω ©± ´ ”≤ ≠ ≤”®¥ ≠ ©π ´ ’∂ ≠ ≤’®   

±∂ Ω ≤©± ≠ ”®¥ ≠ ≤© ≥ ≠’®   



∏¥

∫`³Bð ±∂ vKŽ W�œUF*« w�dÞ WL�IÐ   

± Ω 
¥

≤©± ≠ ”®
   ≠  

±∂

≤©≥ ≠ ’®
 

  

± Ω 
≤»

≤©Â ≠ ”®
   ≠  

≤

 

≤©Ê ≠ ’®
  …—uB�«  vKŽ W�œUF*« Ác¼Ë   

∫tO�Ë ¨©≥¨±® Ω ©Ê¨Â® Áe�d�Ë ¨ «œUB�« —u; Ì“«u� lÞUI�« Á—u×� Î«bz«“ ÎUFD� q¦9 w¼Ë   

¥ Ω   UNM�Ë ¨±∂ Ω ≤   

≤ Ω »   UNM�Ë ¨¥ Ω ≤»   

 ≤∞ Ω ¥ ´ ±∂ Ω ≤» ´ ≤  Ω ≤?ł   

µ  √ ≤ Ω ≤∞ √ Ω ?ł UNM�Ë   

∫kŠö½ tM�Ë bz«e�« lDI�« vM×M� q¦1 ©¥∞≠µ® qJA�«   

©¥≠ ≥ ¨ ±® ¨©¥´≥ ¨ ±® ∫UL¼ ÊUÝ√d�«   

©±≠ ¨ ±® ¨ ©∑ ¨ ±®  Í√       

©  µ  √ ≤≠≥ ¨ ±® ¨©  µ  √  ≤´≥ ¨±® ∫UL¼ ÊUð—R³�«   

∏ Ω ¥ × ≤ Ω ≤ Ω t�uÞË  ¨± Ω ” w¼ lÞUI�« —u;« W�œUF�   

¥ Ω ≤ × ≤ Ω »≤ Ω t�uÞË ¨≥ Ω ’ w¼ o�«d*« —u;« W�œUF�   

”

© ∑ ¨±®
±
—

’

©±≠ ¨±®
≤
—

©≥ ¨±®Â

© µ √
 
≤

 
´≥ ¨±®

±
»

© µ √
 
≤

 
≠≥ ¨±®

≤
»

©¥∞≠µ® qJA�«

∫WOÞËd�*« ŸuDIK� W�UF�« W�œUF*«

∫…bŠu�« Ác¼ WÝ«—œ w� UMEŠô

 Î̈«bz«“ ÎUFD� Â√ ¨ÎUB�U½ ÎUFD� Â√ ¨ÎU¾�UJ� ÎUFD� Â√ ¨Î…dz«œ X½U�√ Î¡«uÝ WOÞËd�*« ŸuDI�« lOLł  ôœUF� Ê√   ±

WO½U¦�« Wł—b�« s� W�œUF*« qJý cšQð    

ÆÎUF� dHB�« ÊU¹ËU�¹ ô »¨  ¨  ∋ ?¼ ¨ œ ¨ ?ł ¨ » ¨  YOŠ ¨ ∞ Ω ?¼ ´ ’ œ ´ ” ?ł ´ ≤’ » ´ ≤”   

∫WIÐU��« W�œUF*« q¦9 ¨ ?¼ ¨ œ ¨ ?ł ¨ » ¨  XÐ«u¦K� VÝUM� —UO²šUÐ   ≤

Æ» Ω  ¨ ∞ ≠ » ¨ ∞ ≠   ÊU� «–≈ …dz«œ   √

ÆÎ«dH� UL¼ö� fO�Ë ∞ Ω »  Ë√ ∞ Ω   ÊU� «–≈ ÎU¾�UJ� ÎUFD�   »

» ≠   ¨  ∞ < »   ÊU� «–≈ ÎUB�U½ ÎUFD�   ?ł

∞ > »  ÊU� «–≈ Î«bz«“ ÎUFD�   œ



∏µ

 Ë√ ¨T�UJ� lD� Ë√ ¨…dz«œ v�≈  ŸuDI�« Ác¼ nM� ¨WOÞËd�� ÎUŽuD� q¦9 WO�U²�«  ôœUF*«  ∫©∑® ‰U¦�

∫bz«“ lD� Ë√ ¨h�U½ lD�

∞ Ω ±∑ ´ ’∏ ≠ ”≤ ´ ≤”  »        ∞ Ω ’¥ ≠ ”≤ ´ ≤’ ´ ≤”  √  

∞Ω π∞≠’¥∞´”±≤´≤’¥≠≤”≤  œ    ∞ Ω ±±≠’±∂≠”±∏´≤’¥´≤”π  ?ł  

 

∞ ≠ » Ω   Ê_ p�–Ë ª…dz«œ q¦9     ∞ Ω ’¥ ≠ ”≤ ´ ≤’ ´ ≤”  √  

∞ Ω » ¨ ∞ ≠   Ê_ p�–Ë ªÎU¾�UJ� ÎUFD� q¦9      ∞ Ω ±∑ ´ ’∏ ≠ ”≤ ´ ≤”  »  

» ≠  ¨∞<≥∂Ω¥×πΩ»  Ê_ p�–Ë ªÎUB�U½ ÎUFD� q¦9   ∞ Ω±±≠’±∂ ≠”±∏´≤’¥´≤”π  ?ł  

∞>∏≠Ω¥≠×≤Ω»  Ê_ p�–Ë ªÎ«bz«“ ÎUFD� q¦9   ∞ Ω π∞≠’¥∞´”±≤´≤’¥≠≤”≤  œ  

©≥≠µ® s¹—U9

 w� Íe�d*« ·ö²šô«Ë ¨s¹—u;« s� q� ‰uÞ p�c�Ë ¨5ð—R³�«Ë ¨5Ý√d�«Ë ¨e�d*«  UOŁ«bŠ≈ błË√  ±

∫W�UŠ q� w� vM×M*« rÝ—« rŁ ¨WO�U²�« …bz«e�« ŸuDI�« s� >q�

±  Ω  
∂¥

≤”
   ≠  

≥∂

≤’
   »            ±  Ω  

≤µ

≤’
   ≠  

±¥¥

≤”
   √  

±  Ω 
±≥

≤©± ´ ’®
   ≠  

≥∂

≤©≤ ≠ ”®
    œ          ±¥¥ Ω ≤’±∂ ≠ ≤”π   ?ł  

∞ Ω ±∂ ≠ ’∏ ≠ ≤’ ≠ ”¥ ´ ≤”   Ë      ±  Ω 
±π

≤©¥ ´ ”®
   ≠  

∏±

≤©≤ ´ ’®
   ?¼  

∫WO�U²�«  ôU(« s� >q� w� ÁUM×M� rÝ—« rŁ ¨bz«e�« lDI�« W�œUF� błË√  ≤

Æ±∓ Ω ’ bMŽ  «œUB�« —u×� lDI¹Ë   ̈©≤∓ ¨ ∞®   ÊUð—R³�«   √  

≤ Ω ?¼ Íe�d*« ·ö²šô«Ë   ̈©µ∓ ¨ ≤®   ÊUÝ√d�«   »  

Æ
≤

≥
  Íe�d*« ·ö²šô«Ë   ©≥≠ ¨ ¥∓®   ÊUð—R³�«   ?ł  

 sŽ U¼bFÐ wK¦� ©∞ ¨ ¥® WDIM�« bMŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð wð—UJ¹b�« Èu²�*« w� ©’ ¨ ”® Ê WDI½ „d×²ð  ≥

ÆWOÝUÝ_« Ád�UMŽ 5ŽË ¨bz«“ lD� u¼ Ê WDIMK� wÝbMN�« q;« Ê√ 5Ð Æ± Ω ” rOI²�*«

ÆtOKŽ WF�«u�« ©
≤

≥
  ¨ µ≠® WDIM�« bMŽ  ± Ω 

¥

≤’
  ≠  

±∂

≤”
  ∫bz«e�« lDIK� ÍœuLF�«Ë ”UL*« W�œUF� błË √  ¥



∏∂

W�UŽ s¹—U9   

∫WOðü« WK¾Ý_« s� ÌqJ� W×O×B�« WÐUłù« d²š«  ±

∫w¼ ¨©≥ ¨ ∞® tð—RÐË ¨©∞ ¨ ∞® tÝ√— Íc�«  T�UJ*« lDI�« W�œUF�  ±

”±≤Ω ≤’   œ      ”¥ Ω ≤’   ?ł      ’±≤ Ω ≤”   »      ’¥ Ω ≤”   √  

∫w¼ ¨≤ Ω ” tKO�œË ¨©∞ ¨ ∞® tÝ√— Íc�« T�UJ*« lDI�« W�œUF�  ≤

”∏≠ Ω ≤’   œ     ”¥≠ Ω ≤’   ?ł       ”∏ Ω ≤’   »      ”≤ Ω ≤’   √  

∫w¼ ¨¥ Ω ” tKO�œË ¨©≥ ¨ ≤® WDIM�« tÝ√— Íc�« ¡v�UJ*« lDI�« W�œUF�  ≥

≤©≤ ≠ ”® ±∂ Ω ©≥ ≠ ’®   »         ≤©≤ ≠ ”®¥ Ω ©≥ ≠ ’®   √  

©≤ ≠ ’®∏≠ Ω ≤©≥ ≠ ”®   œ        ©≤ ≠ ”®∏≠ Ω ≤©≥ ≠ ’®   ?ł  

∫w¼ ¨ 
≤

±
  Íe�d*« t�ö²š«Ë ¨©∞ ¨ ≤≠® ¨ ©∞ ¨ ≤® ÁUÝ√— Íc�« h�UM�« lDI�« W�œUF�  ¥

 ±  Ω  
≤

≤”
   ´  

¥

≤’
   »            ±  Ω  

≤

≤’
   ´  

¥

≤”
   √  

±  Ω  
≥

≤’
   ´  

¥

≤”
   œ      ±  Ω 

≤

≤©≤ ´ ’®
   ´  

¥

≤©≤ ≠ ”®
   ?ł  

∫u¼ ¨±  Ω 
µ

≤©± ´ ’®
   ´  

π

≤©± ≠ ”®
  h�UM�« lDIK� Íe�d*« ·ö²šô«  µ

≥

µ
   œ         

≥

≤
   ?ł         

π

¥
   »         ¥   √  

∫UL¼ ¨±  Ω 
µ

≤©± ´ ’®
   ´  

π

≤©± ≠ ”®
   h�UM�« lDI�« Uð—RÐ  ∂

©±≠ ¨ ±≠® ¨ ©±≠ ¨ ≥®   œ    ©±≠ ¨ ≥ ∓®   ?ł     ©∞ ¨ ≥ ∓®   »    ©∞ ¨ ≤ ∓®   √  

∫w¼ ¨∞ Ω ¥ ≠ ”¥ ≠ ≤’  T�UJ*« lDIK� qO�b�« W�œUF�  ∑

±≠ Ω ”   œ        ≤≠ Ω ’   ?ł        ≤≠ Ω ”   »        ≤ Ω ”   √  

∫w¼ ¨≤≠ Ω ’ tKO�œË ¨©± ¨ ±® tÝ√— Íc�« ¡v�UJ*« lDI�« W�œUF�  ∏

≤©± ≠ ”® Ω ©± ≠ ’® ±≤≠   »        ©± ≠ ”® ∏≠ Ω ≤©± ≠ ’®   √  

≤©± ≠ ”® Ω ©± ≠ ’® ±≤   œ         ≤©± ≠ ”®±≤ Ω ± ≠ ’   ?ł  

∫w¼ ¨±∏ Ω ≤©± ≠ ”®≥ ≠ ≤©≤ ´ ’®≤ bz«e�« lDI�« wÝ√—  UOŁ«bŠ≈  π

©≥≠ ¨±® ¨ ©≥ ¨±®   œ    ©µ≠ ¨±® ¨©± ¨±®   ?ł    ©∞ ¨≥ ∓®   »    ©≤¨± ∓®   √  

∫UL¼ ¨±  Ω 
¥

≤©≥ ≠ ’®
   ≠  

¥µ

≤©≤ ´ ”®
    bz«e�« lDI�« Uð—RÐ  ±∞

©≥ ∓ ¨ ∑®   œ     ©≥ ¨ π≠® ¨ ©≥ ¨ µ®   ?ł    ©≥ ¨ ∑ ∓®   »     ©∞ ¨ ∑ ∓®   √  



∏∑

∫w¼ ¨©≥ ¨ ≤® WDIM�UÐ d1Ë ¨©∞ ¨ ≤® tOð—RÐ ÈbŠ≈Ë ¨©∞ ¨ ∞® Áe�d� Íc�« bz«e�« lDI�« W�œUF�  ±±

≤ Ω ≤’¥ ≠ ≤”µ   »             ≥ Ω ≤’≥ ≠ ≤”   √  

≥ Ω ≤”≥ ≠ ≤’   œ             ≥ Ω ≤’ ≠ ≤”≥   ?ł  

∫u¼ ¨±  Ω 
≤±

≤©≥ ´ ’®
   ≠  

¥

≤©± ≠ ”®
     bz«e�« lDIK� Íe�d*« ·ö²šô«  ±≤

µ

≤
   œ         

≤

µ
   ?ł         

¥

≤µ
   »         µ   √  

∫q¦9 dH� Ω µ ´ ’±∞ ≠ ”≤∞ ≠ ≤’µ W�œUF*«  ±≥

ÎUB�U½ ÎUFD�   œ      Î«bz«“ ÎUFD�   ?ł     ÎU¾�UJ� ÎUFD�   »       Î…dz«œ   √  

∫w¼ ¨ ?ł ´ ” » ´ ≤”  Ω ’ ¡v�UJ*« lDIK� qŁUL²�« —u×� W�œUF�  ±¥

»
  Ω ’   œ      

 ≤

»
  Ω ”   ?ł     

»
  ≠ Ω ”   »    

 ≤

»
  ≠ Ω ”   √  

∫WOÝUÝ_« U¼d�UMŽ ÎUMO³� WO�U²�« WOÞËd�*« ŸuDI�« s� Îö� rÝ—«  ≤

±∞ Ω ’±≤ ´ ”¥ ´ ≤’∂ ≠ ≤”≤   »        ±∞ Ω ’∏ ´ ≤’≤ ≠ ≤”   √  

± Ω ’∏ ≠ ”±∂ ´ ≤’∏ ´ ≤”∏   œ         ±∞ Ω ”∏ ´ ’≤ ´ ≤”   ?ł  

∫W�UŠ q� w� …UDF*« WDIM�« bMŽ WO�U²�« WOÞËd�*« ŸuDI�« s� >qJ� ÍœuLF�«Ë ”UL*« W�œUF� błË√  ≥

©± ¨ ≤≠® ¨   π Ω ≤’ ´ ≤”≤   »      ©¥ ¨ ±≠® ¨   ±∞ Ω ”∂ ´ ≤’   √  

Æ©±≠ ¨ ≤® ¨  µ Ω ≤’≥ ≠ ≤”≤   ?ł  

 ©¥ ¨ ∞® WDIM�« sŽ U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð wð—UJ¹b�« Èu²�*« w� „d×²ð WDIM� wÝbMN�« q;« W�œUF� błË√  ¥

Æπ Ω ’ rOI²�*« sŽ U¼bFÐ  
≥

≤
   ÎU¹ËU��

  UOŁ«bŠ≈ błË√ Æ©∂¨∞® WDIM�« w�  «œUB�« —u×� ÊUFDI¹ ≥∂ Ω≤’¥´≤”π h�UM�« lDIK� ÊUÝU2  µ

Æ”UL²�« w²DI½

©∂¨±® WDIM�« sŽ  «bŠË µ UNM� q� bF³¹ w²�«Ë ¨≥ Ω ’≤ ´ ” rOI²�*« j)« vKŽ WF�«u�« jIM�«ØWDIM�« błË√  ∂

Æ”UL²�« WDI½ 5ŽË ¨≥ ≠ ” Ω ’ rOI²�*« Í“«u¹ Íc�«Ë ¨”±≤ Ω ≤’ ¡v�UJ*« lDIK� ”UL*« W�œUF� błË√  ∑

Æ UMO��« —u×� Í“«u¹ Á—u×�Ë ¨©±¨≤®¨©±≠¨±®¨©≤¨±≠® ◊UIM�UÐ d1 Íc�« ¡v�UJ*« lDI�« W�œUF� błË√  ∏

Æ©≥ ¨ ¥≠® ¨ ©≤ ¨ ∂® 5²DIM�UÐ d1Ë ¨ÊUOŁ«bŠù« Ê«—u;« UL¼ Á«—u×� Íc�« h�UM�« lDI�« W�œUF� błË√  π

 ‰uŠ  WK�U�  …—Ëœ ± Ω 
¥

≤’
  ´ 

π

≤”
  h�UM�« lDI�UÐ …—uB;« WIDM*« Ê«—Ëœ sŽ "UM�« r�'« r−Š błË√  ±∞

Æ UMO��« —u×�

 ÊU� «–S� ¨tOð—RÐ ÈbŠ≈ w� ÷—_« e�d� ¨h�U½ lD� W¾O¼ vKŽ Ì—«b� w� ÷—_« ‰uŠ wŽUM� dL� —Ëb¹  ±±

 ·ö²šô« —«bI� UL�  ¨qO� ±∑∞∞ Ω ÷—_« sŽ t�  bFÔÐ  d³�√Ë ¨qO� ≤≥∞ Ω ÷—_« sŽ t�  bFÔÐ  dG�√

øqO� ¥∞∞∞ Ω  ÷—_« dD� nB½ ÊU� «–≈ —«bLK� Íe�d*«



∏∏

 ôU??????L??????²??????Šô« ∂
…b???????Šu???????�«



∏π

(Conditional Probability & Independent Events) Àœ«u(« ‰öI²Ý«Ë ◊ËdA*« ‰UL²Šô«   ±≠∂

∫bONLð

 iFÐ  ôUL²Š« »U�Š w� Âb�²�ð  U�öŽË 5½«u�Ë ¨ ôUL²Šô« W¹dE½ w� WOÝUÝ√ rO¼UH� ÎUIÐUÝ X�dFð

∫wK¹ ULO� UNL¼QÐ „d	c½ ¨…bŠu
« Ác¼ .bIð w� UN²OL¼_Ë 5½«uI
«Ë rO¼UH*« ÁcN
 ÎU²O³¦ðË ªÀœ«u(«

ÆU� WOz«uAŽ WÐd−²
 WMJL*« "«uM
« lOLł WŽuL−� u¼  Ω wMOF
« ⁄«dH
«   ◄

ÆΩ wMOF
« ⁄«dH
« s� WOzeł WŽuL−� W¹√ u¼   Õ   ÀœU(«   ◄

∫YO×Ð ÀœU(« Ÿu�Ë W�d� q¦1 wIOIŠ œbŽ u¼  ¨©Õ®‰ Í√  Õ  ÀœU(« ‰UL²Š«   ◄

Ω ⊇ Õ ∀  ̈± ≥ ©Õ®‰ ≥ ∞   ±      

± Ω ©Ω®‰   ≤      

ÆÊöBHM� 5ŁœU(« Ê√ Í√ ¨∅ Ω 
≤

Õ ∩
±

Õ  YOŠ ¨ ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ ∪
±

Õ®‰   ≥      

 Ác¼ w�Ë ¨WÐd−²
« "«u½ lOLł  ôUL²Š« tO� ÈËU�²ð Íc
« ‰UL²Šô« ⁄«d� u¼ rE²M*« ‰UL²Šô« ⁄«d�   ◄   

 
©Ω®Ÿ

©Õ®Ÿ
   Ω   

Ω d�UMŽ œbŽ

 Õ d�UMŽ œbŽ
   Ω ©Õ®‰ ÊuJ¹ W
U(«    

      ∫‰UL²Šô« 5½«u�   ◄

Î«dH� ÍËU�¹ qO×²�*« ÀœU(« ‰UL²Š« Ê√ Í√ ¨  ∞ Ω ©∅®‰   ±      

ÀœU(« ‰UL²Š«  ≠ ± Ω rL²*« ÀœU(« ‰UL²Š« Ê√ Í√ ¨ ©Õ®‰ ≠ ± Ω ©Õ
fl

 ®‰   ≤      

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰ ≠ ©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ ≠ 
±

Õ®‰   ≥      

  Ω ⊇ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ ∀  ¨  ©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰ ≠ ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ ∪ 
±

Õ®‰   ¥      

 ¨◊ËdA*« ‰UL²Šô« w�uNH� ¨…dB²�� …—uBÐ ¨UC¹√ X�dFð b� XM	 ¨WIÐU�
« 5½«uI
«Ë rO¼UH*« sŽ ÎöC�Ë

∫wK¹ ULO� qOBH²
« s� ¡wAÐ ULN'UFMÝ UM½S� ¨w�uNH*« s¹c¼ WOL¼_ Î«dE½Ë ¨Àœ«u(« ‰öI²Ý«Ë



π∞

∫◊ËdA*« ‰UL²Šô«

 lOLłË 
 ±

Õ  ÀœU(« "«u½ 5Ð W�öF
« W�dF�
 ±

Õ  q¦� 5F� ÀœUŠ ‰UL²Š« »U�Š VKD²¹ ¨ÂuKF� u¼ UL	

 b� 
≤

Õ  q¦� U� ÎUŁœUŠ ÊQÐ  U�uKF� d�«u²ð ÊUOŠ_« iFÐ w� t½√ dOž ÆWOz«uAF
« WÐd−²K
 Ω wMOF
« ⁄«dH
« w� "«uM
«

  
±

Õ  Ÿu�Ë ‰UL²Š« »U�Š sJ1Ë ¨
±

Õ   Ÿu�Ë ‰UL²Š« vKŽ dOŁQð 
≤

Õ  ÀœU(« Ÿu�u
 ÊuJ¹ b� ¨W
U(« Ác¼ w� Æl�Ë

Æ
≤

Õ  ÀœU(« "«u½Ë  
±

Õ  ÀœU(« "«u½ 5Ð W�öF
« W�dF� ‰öš s�   
≤

Õ Ÿu�Ë ◊dAÐ

©◊ËdAL�« ‰UL²Šô«®  ∫n¹dFð

 
¨

≤

Õ  Ÿu�Ë ◊dAÐ 
±

Õ Ÿu�Ë ‰UL²Š« ÊS� ¨∞ ≠ ©
≤

Õ®‰ YO×Ð  Ω wMOŽ ⁄«d� w� 5ŁœUŠ 
 ≤

Õ
 
¨

 ±

Õ  ÊU	 «–≈

∫«cJ¼ ·dF¹ ¨©
≤

Õ Ø
±

Õ®‰ e�d
UÐ t
 e�d¹Ë

∞ ≠  ©
≤

Õ®‰ ¨  
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω  ©

≤

Õ Ø
±

Õ®‰

 
©

≤

Õ®Ÿ

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®Ÿ
   Ω ©

≤

Õ Ø
±

Õ®‰ ÊuJ¹ rE²M*« ‰UL²Šô« ⁄«d� W
UŠ w�Ë

 v
Ë_« WO�d
« w� jIM
« œbŽ b¹e¹ ô√ ‰UL²Š« U� ¨5²O
U²²� 5ðd� rE²M� œd½ d−Š ¡UI
≈ bMŽ  ∫©±® ‰U¦�

ø≤ ÍËU�¹ s¹d¼UE
« s¹œbF
« 5Ð oKD*« ‚dH
« Ê√ XLKŽ «–≈ ¥ vKŽ

≥∂ = (Ω) d�UMŽ œbŽ  Æ  ©∂ ¨∂® ¨ ÆÆÆ ¨ ©±¨≤® ¨  ©± ¨±®  = Ω  

¥ vKŽ v
Ë_« WO�d
« w� jIM
« œbŽ b¹e¹ ô√ ÀœUŠ ∫ 
±

Õ  Ê√ ÷dH½   

≤ ÍËU�¹ s¹d¼UE
« s¹œbF
« 5Ð oKD*« ‚dH
« ÀœUŠ ∫
≤

Õ   

{©¥¨∂® ¨©≥¨µ® ¨©∂¨¥® ¨©≤¨¥® ¨©µ¨≥® ¨©±¨≥® ¨©¥¨≤® ¨©≥¨±®} Ω 
≤

Õ   

ÍËU�ð ¥ vKŽ UNO� ‰Ë_« jI�*« b¹e¹ ô w²
« 
≤

Õ  "«u½ WŽuL−�   

{©∂¨¥® ¨©≤¨¥® ¨©µ¨≥® ¨©±¨≥® ¨©¥¨≤® ¨©≥¨±®} Ω 
≤

Õ ∩ 
±

Õ   

¥

≥
  Ω  

∏

∂
  Ω  

≥∂

∂
 

≥∂

∏
 

   Ω 
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω ©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰  ∴  

 ÊS� rE²M� ‰UL²Šô« ⁄«d� Ê√ U0  ∫dš¬ qŠ          

¥

≥
   Ω 

∏

∂
  Ω  

©
≤

Õ®Ÿ

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®Ÿ
    Ω ©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰   



π±

∫błËQ� ¨∞[∑µ Ω ©
±

ÕØ
≤

Õ®‰ ¨∞[∑ Ω ©
≤

Õ®‰ ¨∞[∂ Ω ©
±

Õ®‰  YO×Ð ¨Ω ⊇ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ ÊU	 «–≈  ∫©≤® ‰U¦�

 ©
±

ÕØ 
≤

Õ
fl

 ®‰  ?ł        ©
≤

ÕØ 
±

Õ®‰   »        ©
≤

Õ ∪ 
±

Õ®‰  √  

 

  
©

±

Õ®‰

©
±

Õ ∩ 
≤

Õ®‰
   Ω  ©

±

Õ Ø 
≤

Õ®‰  √  

  
∞[∂

©
±

Õ ∩ 
≤

Õ®‰
   Ω  ∞[∑µ     ∴  

 ©
≤

Õ  ∩
±

Õ®‰  Ω  ∞[¥µ Ω ∞[∂ × ∞[∑µ  Ω ©
±

Õ  ∩
≤

Õ®‰  ∴  

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰ ≠ ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ® ‰  Ω  ©
≤

Õ ∪
±

Õ®‰   

∞[∏µ Ω ∞[¥µ ≠ ∞[∑ ´ ∞[∂  Ω          

  
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω  ©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰  »  

±¥

π
   Ω  

∑∞

¥µ
   Ω  

∞[∑∞

∞[¥µ
   Ω          

  
©

±

Õ®‰

©
≤

Õ ≠ 
±

Õ®‰
   Ω  

©
±

Õ®‰

©
±

Õ ∩ 
≤

Õ
fl

®‰
   Ω  ©

±

ÕØ 
≤

Õ
fl

 ®‰  ?ł  

 
©

±

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰ ≠ ©
±

Õ®‰
   Ω          

 ∞[≤µ Ω  
∞[∂∞

∞[±µ
   Ω  

∞[∂

∞[¥µ ≠ ∞[∂
   Ω          

∫sOŁœUŠ lÞUIð ‰UL²Š«

  
©

±

Õ®‰

©
±

Õ ∩ 
≤

Õ®‰
   Ω  ©

±

Õ Ø 
≤

Õ®‰   ̈   
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω  ©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰  Ê√ rKF½

 ∫WO
U²
« …bŽUI
« vKŽ qB×½ ¨©
±

Õ ∩
≤

Õ®‰ Ω  ©
≤

Õ ∩
±

Õ®‰  Ê√ WEŠö0Ë ¨w
œU³²
« »dC
« WOKLŽ ¡«dłSÐË

∫…bŽU�
©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰  ×  ©
≤

Õ®‰ Ω ©
±

Õ Ø 
≤

Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰  Ω  ©
≤

Õ ∩ 
±

Õ ®‰



π≤

 w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 tM� X³×Ý ªs¹Ë«œuÝ 5ðd	Ë ¡UCOÐ  «d	 lÐ—√ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ∫©≥® ‰U¦�

∫ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ŸUł—≈ ÊËœ

øÊuK
« w²HK²��   ?ł    ø¡«œuÝ UL¼U²K	   »    ø¡UCOÐ WO½U¦
«Ë ¡UCOÐ v
Ë_«  √  

 

©» WO½U¦
« ∩ » v
Ë_«®‰ Ω ©» WO½U¦
«Ë » v
Ë_« ®‰  √  

©» v
Ë_«Ø» WO½U¦
«®‰  ×  ©» v
Ë_«®‰  Ω   

∞[¥  Ω  
≥∞

±≤
   Ω  

µ

≥
   ×  

∂

¥
   Ω   

©±≠∂® qJA
« dE??½«   

©¡«œuÝ UL¼U²K	®‰  »  

©” WO½U¦
« ∩ ” v
Ë_«®‰  Ω   

©” v
Ë_« Ø” WO½U¦
«® ‰ × ©” v
Ë_«®‰  Ω   

  
±µ

±
   Ω  

µ

±
   ×  

∂

≤
   Ω   

∂

¥
 

»

∂

≤
 

µ

≥
 »

”
µ

≤
 

”

µ

¥
 

µ

±
 

©» »®

©” »®

©» ”®

©” ”®

…dJ
«

v
Ë_«

…dJ
«

WO½U¦
«

"«uM
«

»

”

©±≠∂® qJA
« ©ÊuK
« w²HK²��® ‰  ?ł  

©¡UCOÐ WO½U¦
«Ë ¡«œuÝ v
Ë_« Ë√  ¡«œuÝ WO½U¦
«Ë ¡UCOÐ v
Ë_«®‰ Ω   

©ÊöBHM� ÊUŁœU(«®  ©» ”®‰ ´ ©” »®‰  Ω   

 
±µ

∏
   Ω   

≥∞

±∂
   Ω  

µ

¥
   ×  

∂

≤
   ´  

µ

≤
   ×  

∂

¥
   Ω   

 vKŽ  «d	 ÀöŁ tM� X³×Ý ¨¡«dLŠ  «d	 fLšË ¡UCOÐ  «d	 ±∞ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ∫©¥® ‰U¦�

∫ «dJ
« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ŸUł—≈ ÊËœ w
«u²
«

øs¹ËUCOÐ UNM� jI� ÊU²MŁ«   »       ø¡UCOÐ UNFOLł  √  

 

    
π±

≤¥
   Ω  

±≥

∏
   ×  

±¥

π
   ×  

±µ

±∞
   Ω ©» » »®‰  Ω    ©¡UCOÐ  «dJ
« lOLł®‰  √  

© » » Õ ¨ » Õ » ¨Õ » »®‰ Ω ©s¹ËUCOÐ UNM� jI� ÊU²MŁ«®‰  »  

±≥

π
  × 

±¥

±∞
  × 

±µ

µ
  ´ 

±≥

π
  × 

±¥

µ
  × 

±µ

±∞
  ´ 

±≥

µ
  × 

±¥

π
  × 

±µ

±∞
  Ω               

 
π±

¥µ
   Ω 

π±

±µ
   ×  ≥  Ω               



π≥

 UNO� “U� «–≈ WL	ö*« ‰e²F¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨ ∞[∑ u¼ …«—U³� w� r	ö� “uH¹ Ê√ ‰UL²Š« ÊU	 «–≈  ∫©µ®‰U¦�

∫‰UL²Š« V�ŠU� ¨∞[¥  u¼ UNO� eH¹ r
 «–≈ WL	ö*« ‰e²F¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨∞[≤ u¼

Æ‰e²F¹Ë …«—U³*« w� “uH¹ Òô√  »      ÆWL	ö*« ‰e²F¹ ôË …«—U³*« Ác¼ w� “uH¹ Ê√  √  

…«—U³*« Ác¼ w� r	ö*« “u� ÀœUŠ ·   Ê√ ÷dH½  

∫ÊuJO� ¨WL	ö*« t
«e²Ž« ÀœUŠ Ÿ    Ê√Ë   

©· Ø Ÿ
fl

 ®‰  ×  ©·®‰ Ω ©Ÿ
fl

  ∩·®‰  √  

∞[µ∂  Ω ∞[∏  ×  ∞[∑  Ω         

©≤≠∂®qJA
« dE½«   

©·
fl

 ØŸ®‰  ×  ©·
fl

 ®‰ Ω ©Ÿ ∩·
fl

 ®‰  »  

∞[±≤  Ω ∞[¥  ×  ∞[≥  Ω         

·

Ÿ

Ÿ
fl

 

·

fl

Ÿ

Ÿ
fl

 

∞[∑

∞[≥

∞[≤

∞[∏

∞[¥

∞[∂

©Ÿ  ·®

©Ÿ
fl

  ·®

©Ÿ  ·

fl

®

©Ÿ
fl

   ·

fl

®

©≤≠∂® qJA
«

Àœ«u(« ‰öI²Ý« 

 fO
  «c¼ Ê√  dOž ¨dšü« Ÿu�Ë ‰UL²Š«  w� dOŁQð  t
  ÊU	 5ŁœUŠ bŠ√ Ÿu�Ë Ê√  WIÐU�
«  WK¦�_«  w� UMEŠô

 Ác¼ Ê≈ ‰uI½ W
U(« Ác¼ w�Ë ¨dšü« Ÿu�Ë ‰UL²Š« vKŽ U¼bŠ√ Ÿu�Ë dŁR¹ ô Àœ«uŠ błuð –≈ ªÎULz«œ W²ÐUŁ …bŽU�

ÆWKI²�� Àœ«u(«

      ∫©Àœ«u×�« ‰öI²Ý«® n¹dFð

Æ
±

Õ  Ÿu�Ë ‰UL²Š« w� dŁR¹ ô ¨tŽu�Ë ÂbŽ Ë√ ¨
≤

Õ  Ÿu�Ë ÊU	 «–≈ 
≤

Õ ÀœU(« sŽ qI²�� 
±

Õ ÀœU(« Ê≈ ‰uI½

©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ Ø 
±

Õ®‰ Ê√ Í√

  
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω  ©

≤

Õ Ø 
±

Õ®‰   Ê≈ YOŠË

©
≤

Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ ∩
 ±

Õ®‰   UNM�Ë   
©

≤

Õ®‰

©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰
   Ω  ©

±

Õ®‰   ∴

‰öI²Ýö
 dš¬ ÎUH¹dFð …bŽUI
« Ác¼ cšRðË

      ∫n¹dFð

©
≤

Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰ Ω ©
≤

Õ ∩
 ±

Õ®‰   ⇔  5KI²��  
≤

Õ ¨ 
±

Õ  ÊuJ¹



π¥

 w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 tM� X³×Ý ¨¡«œuÝ …bŠ«Ë …d	Ë ¡UCOÐ  «d	 lÐ—√ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ∫©∂® ‰U¦�

∫ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ŸUł—ù« l�

ø¡«œuÝ Èdš_«Ë ¡UCOÐ UL¼«bŠ«   »        ø¡UCOÐ UL¼U²K	  √  

 

©» WO½U¦
« ∩ » v
Ë_«®‰  Ω ©¡UCOÐ UL¼U²K	®‰  √  

   
≤µ

±∂
   Ω  

µ

¥
   ×  

µ

¥
   Ω ©» WO½U¦
«®‰  ×  ©» v
Ë_«®‰  Ω            

©¡«œuÝ Èdš_«Ë ¡UCOÐ UL¼«bŠ≈®‰  »  

©¡UCOÐ WO½U¦
«Ë ¡«œuÝ v
Ë_«®‰ ´ ©¡«œuÝ WO½U¦
«Ë ¡UCOÐ v
Ë_«®‰  Ω   

  
≤µ

¥
   Ω  

µ

¥
   ×  

µ

±
   ´  

µ

±
   ×  

µ

¥
   Ω ©» ”®‰ ´ ©” » ®‰  Ω   

∫WEŠö�

∫ÊS� WKI²�� Àœ«uŠ   
Ê

Õ  ÆÆÆ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ   X½U	 «–≈

©
Ê

Õ®‰ × ÆÆÆ  ×  ©
≤

Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰ Ω © 
Ê

Õ ∩ ÆÆÆ∩ 
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰

 UNO� oKD¹ …d� q	 w� ·bNK
 t²ÐU�« ‰UL²Š« ÊU	 «–S� ¨XÐUŁ ·b¼ vKŽ —UM
« qł— oKD¹  ∫©∑® ‰U¦�

∫ «d� lÐ—√ ·bN
« vKŽ qłd
« oKÞ√ Æ 
≥

±
  Ω —UM
«

øjI� v
Ë_« …d*« w� ·bN
« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« U�  √  

øjI� …dOš_«Ë v
Ë_« 5ðd*« w� ·bN
« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« U�  »  

ø·bN
« »UB¹ Ê√ ‰UL²Š« U�  ?ł  

Æ·bN
« TD�¹ Ê√ ÀœUŠ  Œ ¨ ·bN
« VOB¹ Ê√ ÀœUŠ  ’ Ê√ ÷dH½  

 
≥

±
  Ω XÐUŁ …d� q	 w� ·bN
« qłd
« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š«   

WKI²�� Àœ«u(« Ê√ Í√ ¨WIÐUÝ WO�— w� W²ÐU�SÐ dŁQ²¹ô U� WO�— w� WÐU�ù« ‰UL²Š« Ê√ Í√   

© Œ Œ Œ ’®‰  Ω ©jI� v
Ë_« …d*« w� ·bN
« VOB¹ Ê√®‰  √  

  
∏±

∏
   Ω  

≥

© ≥

≤
 ®  ×  

≥

±
   Ω                       

©’ Œ Œ ’® ‰  Ω ©jI� …dOš_«Ë v
Ë_« 5ðd*« w� ·bN
« VOB¹ Ê√®‰  »  

  
∏±

¥
   Ω 

≥

±
  × 

≤

© ≥

≤
 ® × 

≥

±
   Ω                             

  
∏±

∂µ
   Ω  

¥

© ≥

≤
 ®  ≠ ±  Ω  ©Œ Œ Œ Œ® ‰  ≠ ±  Ω  ©·bN
« »UB¹ Ê√ ®‰  ?ł  



πµ

©±≠∂® s¹—U9

∫błËQ� ¨∞[µµ  ©
≤

Õ ≠ 
±

Õ®‰ ¨∞[≤µ Ω ©
≤

Õ®‰ ¨∞[∑ Ω ©
±

Õ®‰  YO×Ð ¨Ω ⊇ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ ÊU	 «–≈  ±

©
≤

Õ
fl

  Ø 
±

Õ
fl

 ®‰   »           ©
≤

ÕØ 
±

Õ®‰   √    

  «–≈ q�_« vKŽ ÊUð—u� W¹uKF
« Áułu
« vKŽ dNEð Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ «d� lÐ—√ WLE²M� bI½ WFD� ¡UI
≈ bMŽ  ≤

øv
Ë_« … Òd*« w� …—u�  dNþ

¨©
≤

Õ ∩ 
±

Õ®‰≥ Ω ©
≤

Õ®‰≤ Ω ©
±

Õ®‰  YO×Ð ¨ Ω ⊇  
≤

Õ ¨ 
±

Õ  ÊU	 «–≈  ≥

Æ©
±

Õ ®‰ błËQ� 5KI²�� 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  ÊU	 «–≈Ë   »        ©
≤

ÕØ 
±

Õ ®‰ błËQ�   √    

∫wðüU	 WOMOD�KH
«  UE�U;« ÈbŠ≈ W³KD
 U� WMÝ w� W�UF
« W¹u½U¦
« ÊU×²�« W−O²½ X½U	 «–≈  ¥

ŸdH
«wÐœ_«wLKF
«Í—U−²
«wŽUMB
«

W³KD
« œbŽ±≥∞∞±∞∞∞π∞∞∏∞∞

ÕU−M
« W³�½•∑∞•∑µ•∏∞•∂µ

ÎUOz«uAŽ 5�bI²*« bŠ√ dO²š«Ë    

ø`łU½ t½√ rKŽ «–≈ Í—U−²
« ŸdH
« s� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« U�   √    

øVÝ«— t½√ rKŽ «–≈ wLKF
« ŸdH
« s� ÊuJ¹ ô√ ‰UL²Š« U�   »    

 …bŠ«Ë …d	Ë Ê«Ë«dLŠ ÊUðd	 w½U¦
«  w�Ë ¨¡UCOÐ   «d	  ÀöŁË ¡«dLŠ  «d	 l³Ý ‰Ë_« w� ÊU�ËbM�  µ

 s� X³×Ý rŁ w½U¦
«  ‚ËbMB
«  v
≈  ‰Ë_« ‚ËbMB
«  s� …b??Š«Ë …d	 XKI½  ª¡«œu??Ý …b??Š«Ë …d	Ë ¡UCOÐ

∫ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« V�Š« ª…bŠ«Ë …d	 w½U¦
« ‚ËbMB
«

t�H½ ÊuK
« s�WÐu×�*«Ë W
uIM*« …dJ
«   »       ¡«dLŠ WÐu×�*«Ë ¡UCOÐ W
uIM*« …dJ
«   √    

∞[∏≤ Ω ©
≤

Õ ∪ 
±

Õ®‰ ¨∞[¥ Ω ©
≤

Õ®‰ ¨∞[∑ Ω ©
±

Õ®‰  YO×Ð ¨wMOŽ ⁄«d� w� 5ŁœUŠ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ ÊU	 «–≈  ∂

øÊöBHM� 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  q¼   »       ø ÊöI²�� 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  q¼   √    

 Æ≤ r�d
« WO�U³
«  «dJ
« s� q	 qL×¹Ë ¨± r�d
« UNM�  «d	 fLš qL% ¨WNÐUA²� …d	 ≤∞ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ∑

ø ≥ ÍËU�¹ s¹d¼UE
« 5L�d
« ŸuL−� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 tM� X³×Ý

øq�_« vKŽ  …bŠ«Ë … Òd� …—u� dNEð Ê√ ‰UL²Š« U� ¨ «d� fLš œuI½ WFD� ¡UI
≈ bMŽ  ∏

 u¼ ‰Ë_« V
UD
« tK×¹ Ê√ ‰UL²Š« ÊU	 «–S� ¨…bŠ vKŽ q	  ôUL²Šô« w� ‰«RÝ q( »öÞ WŁöŁ ÂbIð  π

ø‰«R�
« q Ò×Ô¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� ¨∞[∂ Y
U¦
« tK×¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨∞[∑ u¼ w½U¦
« tK×¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨∞[∏

∫Ê√ X³ŁQ� ¨5KI²�� 5ŁœUŠ
      ≤

Õ ¨ 
±

Õ  ÊU	 «–≈  ±∞

ÊöI²�� 
≤

Õ
fl

 ¨ 
±

Õ   »        ÊöI²��   
≤

Õ
fl

  ¨ 
±

Õ
fl

  √    



π∂

(Bayes' Theorem)   eOÐ W¹dE½   ≤≠∂

 s� ÌdO¦	  w� Àb×¹ t½√  dOž ¨dš¬ ÀœUŠ Ÿu�Ë ◊dAÐ 5F� ÀœUŠ Ÿu�Ë ‰UL²Š«  oÐU�
«  bM³
«  w�  UMÝ—œ

 ¨Ω wMOF
« ⁄«dH
« Àœ«uŠ s� ÀœUŠ s� d¦	√ Ÿu�uÐ  Õ  q¦� ÀœUŠ Ÿu�Ë ‰UL²Š« dŁQ²¹ Ê√ WOz«uAF
« »—U−²
«

ÆWMOF� ◊Ëdý d�«uð bMŽ ‰UL²Šô« «c¼ »U�Š bM³
« «c¼ w� Z
UFMÝË

∫n¹dFð

 ÊUÞdA
« d�«uð «–≈ jI�Ë «–≈  …bŽU³²�Ë WK�Uý   Ω ⊇ 
Ê

Õ ∞∞∞ ¨
≥

Õ  ̈
≤

Õ  ̈
±

Õ WO
U)« dOž Àœ«u(« Ê≈ ‰UI¹

  ∫ÎUF� ÊUO
U²
«

©WK�Uý Àœ«u(«®  ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ   Ω Ω 
Ê

Õ ∪ ÆÆÆ 
≥

Õ ∪  
≤

Õ ∪ 
±

Õ   ±

©…bŽU³²� Àœ«u(«®  ÆÆÆÆ Í ≠ — ¨{Ê ¨ÆÆÆ¨ ≥ ¨ ≤¨ ±} ∋ Í ¨ — ∀ ¨ ∅ Ω 
Í

Õ ∩ 
—

Õ   ≤

∫Ê√ 5³²¹ n¹dF²
« «c¼ s�Ë

± Ω ©Ω®‰  Ω  ©
 Ê

Õ ∪ ÆÆ ∪ 
≤

Õ ∪ 
±

Õ ® ‰

± Ω ©
Ê

Õ ® ‰ ´ ÆÆÆ ´ ©
≤

Õ ® ‰ ´ ©
±

Õ ® ‰  ∴

©≥≠∂® qJA
« dE½«

Ω

Ê

Õ ÆÆÆ
≤

Õ
±

Õ

©≥≠∂® qJA
«

YO×Ð ¨Ω wMOŽ ⁄«d� w� WK�UýË …bŽU³²� Àœ«uŠ 
≥

Õ ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  X½U	 «–≈  ∫©±® ‰U¦�

Æ©
±

Õ®‰ błËQ� ¨  ©
≥

Õ®‰µ Ω ©
≤

Õ®‰≤ Ω ©
±

Õ®‰   

± Ω ©
≥

Õ®‰ ´ ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ®‰  

µ

”
  Ω ©

≥

Õ®‰   ̈   
≤

”
  Ω ©

≤

Õ®‰   ÊuJ¹   ” Ω ©
±

Õ®‰   Ê√ ÷dHÐË   

±∑

±∞
   Ω  ”    UNM�Ë   ± Ω 

µ

”
  ´  

≤

”
   ´ ”  ∴  

±∑

±∞
   Ω  ©

±

Õ®‰  ∴  

 



π∑

Total Probability Theorem  wKJ�« ‰UL²Šô« W¹dE½

 Ω ⊇ Õ   Õ ÊU	Ë ¨ Ω wMOŽ ⁄«d� w� WK�UýË …bŽU³²� Àœ«uŠ  
Ê

Õ ÆÆÆ ¨ 
≥

Õ ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ X½U	 «–≈

©
—

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
—

Õ®‰ 
Ê

∑
±Ω —

  Ω ©Õ®‰   ÊS�

∫ÊU¼d³�«

©Õ ∩ 
Ê

Õ® ∪ÆÆÆ ∪ ©Õ ∩ 
≤

Õ® ∪ ©Õ ∩ 
±

Õ® Ω  Õ      

Æ©¥≠∂® qJA
« kŠô      

Ω

Ê

Õ ÆÆÆ
≤

Õ
±

Õ

Õ

©¥≠∂® qJA
« …bŽU³²� Õ ∩ 
Ê

Õ ¨ ÆÆÆ ¨ Õ ∩ 
≤

Õ ¨ Õ ∩ 
±

Õ  Ê√ U0Ë      

©Õ ∩ 
Ê

Õ®‰  ´  ÆÆÆ  ´  ©Õ ∩ 
≤

Õ®‰  ´  ©Õ ∩ 
±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰     ∴

©
Ê

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
Ê

Õ® ‰  ´  ÆÆÆ  ´  ©
≤

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≤

Õ®‰  ´  ©
±

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰  Ω         

©
—

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
—

Õ®‰ 
Ê

∑
±Ω —

  Ω         

  UÐUDš s� •∑∞    l³D¹  YOŠ ¨ ?ł ¨ » ¨   ’U�ý√ WŁöŁ  WŽU³Þ V²J� w�  qLF¹   ∫©≤® ‰U¦�

 ¨  ∞[∞∑ ¨∞[∞µ X½U	  «–S�  ª UÐUD)«  w�UÐ  ?ł l³D¹Ë ¨UNM�  •≤∞ » l³D¹Ë ¨V²J*«

 V²J*«  UÐUDš bŠ√ dO²š«Ë ¨¡UDš√ UNÐ VOðd²
« vKŽ  ?ł ¨» ¨   UÐUDš s� ¨∞[±µ

øQDš tÐ ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� ¨ÎUOz«uAŽ

»UD)«   l³D¹ Ê√ ÀœUŠ  
±

Õ Ê√ ÷dHÐ  

»UD)« » l³D¹ Ê√ ÀœUŠ  
≤

Õ        

»UD)«  ?ł l³D¹ Ê√ ÀœUŠ  
≥

Õ        

¨—U²�*« »UD)« w� QDš œułË ÀœUŠ  Õ Ê√Ë   

…bŽU³²�Ë WK�Uý Àœ«uŠ  
≥

Õ ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  Àœ«u(« ÊuJð   

Œ

Œ
fl

 •∑∞

∞[∞µ

∞[πµ

»

?ł

•≤∞

•±∞

Œ
fl

 

∞[∞∑

∞[π≥

Œ
fl

 

∞[±µ

∞[∏µ

Œ

Œ

©µ≠∂® qJA
«

  ©
≥

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≥

Õ®‰  ´  ©
≤

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≤

Õ®‰  ´  ©
±

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰  ∴  

∞[∞∂¥ Ω ∞[±µ  ×  ∞[±  ´  ∞[∞∑  ×  ∞[≤  ´  ∞[∞µ  ×  ∞[∑  Ω      

©µ≠∂® qJA
« dE½«   



π∏

Bayes' Theorem eOÐ W¹dE½

∫ÊS�   Ω ⊇ Õ  ÊU	Ë ¨ Ω wMOF
« ⁄«dH
« w� …bŽU³²�Ë WK�Uý Àœ«uŠ  
Ê

Õ ÆÆÆ ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  X½U	 «–≈

       

©
Í

Õ Ø Õ®‰ × ©
Í

Õ®‰ 

Ê

∑
±Ω Í

©
—

Õ Ø Õ®‰ × ©
—

Õ®‰
   Ω ©Õ Ø 

—

Õ®‰

 “uH¹ Ê√ ‰UL²Š« ÊU	 «–S� ¨t³Žö� Ã—Uš w�U³
«Ë t³Žö� vKŽ tðU¹—U³�  s� • ∑∞ Âb� …d	 o¹d� VFK¹  ∫©≥® ‰U¦�

Æ…bŠ«Ë …«—U³� o¹dH
« «c¼ VF
 «–≈ Æ∞[∂ u¼ t³Žö� Ã—Uš “uH¹  Ê√ ‰UL²Š«Ë ∞[∏ t³Žö� vKŽ

øUNO� “uH¹ Ê√ ‰UL²Š« U�  √  

øt³Žö� vKŽ ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« UL� …«—U³*« w� “U� b� t½√ rKŽ «–≈  »  

 o¹dH
« VŽö� vKŽ …«—U³*« ÀœUŠ  
±

Õ Ê√ ÷dH½  

o¹dH
« VŽö� Ã—Uš …«—U³*«  ÀœUŠ  
≤

Õ        

¨o¹dH
« “u� ÀœUŠ   Õ        

s¹bŽU³²�Ë 5K�Uý 5ŁœUŠ  
≤

Õ ¨ 
±

Õ  ÊUŁœU(« ÊuJ¹   

∞[∑

∞[∏

∞[≤

∞[∂

∞[¥

t³FK� vKŽ

t³F
K�

 Ã
—Uš

∞[≥

“uH
«

“uH
« Â
bŽ

“uH
«

“uH
« Â
bŽ

©∂≠∂® qJA
«
©

≤

Õ Ø Õ®‰ × ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ Ø Õ®‰ × ©
±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰  √  

∞[∑¥  Ω  ∞[±∏  ´  ∞[µ∂  Ω ∞[∂  ×  ∞[≥  ´  ∞[∏  ×  ∞[∑  Ω      

©Õ Ø
 ±

Õ®‰ Ω ©…«—U³*« w� “U� Ø t³Žö� vKŽ …«—U³*« ®‰  »  

≥∑

≤∏
   Ω 

∞[∑¥

∞[∏  × ∞[∑
  Ω 

©
Í

Õ Ø Õ®‰ × ©
Í

Õ®‰ 

≤

∑
±Ω Í

©
±

Õ Ø Õ®‰ × ©
±

Õ®‰
  Ω                      

 ¨W(U� WŁöŁ UNM� `OÐUB� WO½ULŁ v
Ë_« W³KF
« w� ¨WOzUÐdN	 `OÐUB� vKŽ Íu²% VKŽ ÀöŁ  ∫©¥® ‰U¦�

 WŁöŁ UNM� `OÐUB� WFÐ—√ W¦
U¦
« W³KF
« w�Ë ¨W(U� WFÐ—√ UNM� `OÐUB� WO½ULŁ WO½U¦
« W³KF
« w�Ë

ÆÎUOz«uAŽ ÕU³B� UNM� V×Ý rŁ ¨ÎUOz«uAŽ Àö¦
« VKF
« s� W³KŽ  dO²š« ÆW(U�

øÎU(U� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« U�  √  

øv
Ë_« W³KF
« s� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� `
U� dOž ÕU³B*« Ê√ rKŽ «–≈  »  



ππ

WO½U¦
« W³KF
« s� ÕU³B*« ÀœUŠ ∫ 
≤

Õ ¨v
Ë_« W³KF
« s� ÕU³B*« ÀœUŠ ∫
±

Õ Ê√ ÷dH½  

`
U� ÕU³B*« ÀœUŠ
  
∫

 

Õ   ¨W¦
U¦
« W³KF
« s� ÕU³B*« ÀœUŠ ∫
≥

Õ        

…bŽU³²�Ë WK�Uý Àœ«uŠ  
≥

Õ ¨ 
≤

Õ ¨ 
±

Õ  Àœ«u(« ÊuJð   

  ©
≥

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≥

Õ®‰  ´  ©
≤

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≤

Õ®‰  ´  ©
±

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰  √  

≥∞

±∑
   Ω  

¥

≥
   ×  

≥

±
   ´  

∏

¥
   ×  

≥

±
   ´  

∏

≥
   ×  

≥

±
   Ω      

≤¥

±≥
   Ω  

∏

±≥
   ×  

≥

±
   Ω  › 

∏

∂
   ´  

∏

¥
   ´  

∏

≥
  ¤  

≥

±
   Ω      

©Õ
fl

 Ø
±

Õ®‰   Ω ©`
U� dOž ÕU³B*« Øv
Ë_« W³KF
« s� ÕU³B*«® ‰  »  

±±

µ
   Ω  

±±

≤¥
   ×  

≤¥

µ
   Ω  

≤¥

±≥
 

  
≠  ±

∏

µ
 

  
×

  ≥

±
 

   Ω 
©Õ

fl

®‰

©
±

ÕØ Õ
fl

®‰  ×  ©
±

Õ®‰
   Ω  

©Õ
fl

®‰

©Õ
fl

 ∩ 
±

Õ®‰
   Ω   

 …b??Š«ËË  Ê«ËUCOÐ  ÊUðd	  w½U¦
«  w�Ë  ¨Ê«Ë«œu???Ý  ÊU²MŁ«Ë  ¡UCOÐ   «d??	  l??Ð—√  ‰Ë_«  w�  ÊU�ËbM�  ∫©µ® ‰U¦�

∫w½U¦
« s� ŸUł—« ÊËbÐ w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 X³×Ý rŁ w½U¦K
 ‰Ë_« s� …bŠ«Ë …d	 XKI½ ¨¡«œuÝ

øs¹ËUCOÐ ÊU²Ðu×�*« ÊUðdJ
« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U�  √  

ø¡«œuÝ w½U¦K
 ‰Ë_« s� W
uIM*« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« UL� Ê«ËUCOÐ 5²Ðu×�*« 5ðdJ
« Ê√ rKŽ «–≈  »  

¡«œuÝ W
uIM*« …dJ
« ÀœUŠ  ∫
≤

Õ  ¨¡UCOÐ W
uIM*« …dJ
« ÀœUŠ  ∫
±

Õ Ê√ ÷dH½  

Ê«ËUCOÐ ÊU²Ðu×�*« ÊUðdJ
« ÀœUŠ ∫  
 

Õ        

…bŽU³²�Ë WK�Uý Àœ«uŠ   
≤

Õ ¨ 
±

Õ  Àœ«u(« ÊuJð   

  
±≤

∂
  Ω 

≥

≤
  × 

¥

≥
   Ω©

±

Õ®Ø Õ®‰ ¨ 
∂

¥
  Ω ©

±

Õ®‰   

  
±≤

≤
  Ω 

≥

±
  × 

¥

≤
   Ω ©

≤

Õ®Ø Õ®‰ ¨ 
∂

≤
  Ω ©

≤

Õ®‰   

∂

¥
 

»

∂

≤
 

±≤

∂
 

» »

p
– dOž
±≤

∂
 

”

±≤

≤
 

±≤

±∞
 

» »

p
– dOž

©∑≠∂® qJA
«

©
≤

Õ Ø Õ®‰ × ©
≤

Õ®‰ ´ ©
±

Õ Ø Õ®‰ × ©
±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰  √  

  
±∏

∑
   Ω  

∑≤

≤∏
   Ω  

±≤

≤
   ×  

∂

≤
   ´  

±≤

∂
   ×  

∂

¥
   Ω      

∑

±
   Ω  

≤∏

¥
   Ω  

∑≤

≤∏
 

±≤

≤
 

  
×

  ∂

≤
 

   Ω  
©Õ®‰

©
≤

Õ Ø Õ®‰  ×  ©
≤

Õ®‰
   Ω ©Õ Ø 

≤

Õ®‰  »  



±∞∞

©≤≠∂® s¹—U9

 ŸdH
« s� r¼ U� WMÝ v� WOMOD�KH
«  UF�U'« ÈbŠ≈ w� ‰u³�  U³KDÐ «u�bIð s¹c
« W³KD
« s� •¥∞ ÊU	 «–≈  ±

 s� 5�bI²*« lÐ—Ë ¨wÐœ_« ŸdH
« s� 5�bI²*« YKŁ WF�U'« XK³� «–S� ¨wÐœ_« ŸdH
« s� w�U³
«Ë wLKF
«

∫‰UL²Š« V�ŠU� ¨ÎUOz«uAŽ 5�bI²*« bŠ√ dO²š«Ë ¨wLKF
« ŸdH
«

ÆÎöF� q³� b� t½√ rKŽ «–≈ wLKF
« ŸdH
« s� ÊuJ¹ Ê√   »      ÆÎôu³I� ÊuJ¹ Ê√   √    

  W−O²½ X½U	 «–S� ª÷d*« «c¼ sŽ nAJK
 —U³²š« rL�Ë ¨U� bKÐ w� ÊUJ�
« s� •± —œU½ ÷d� »U�√  ≤

 bŠ√ ÂbIðË ¨ÎöF� v{d� «u�O
 r¼ s2 •µ bMŽ ÎUC¹√ WOÐU³¹≈Ë ÎöF� v{d� r¼ s2 •π∞ bMŽ WOÐU−¹≈ —U³²šô«

 ∫—U³²šô« «cNÐ h×HK
 bK³
« «c¼ ÊUJÝ

øWOÐU−¹≈ W−O²M
« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U�   √    

øÎöF� ÎUC¹d� h�A
« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� WOÐU−¹≈ —U³²šô« W−O²½ X½U	 «–≈   »    

 v
≈  hBŠ W³�½ X½U	 «–S� Æ» ¨  UL¼ jI� ÊU²LKF� U� WÝ—b� w� wÝUÝ_« w½U¦
« nB
« f¹—b²Ð ÂuI¹  ≥

 » qLF²�ð Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨∞[∑ u¼ WOLOKFð WKOÝË   qLF²�ð Ê√ ‰UL²Š« ÊU	Ë ¨± ∫ ≤ ÍËU�ð » hBŠ

∫‰UL²Š« UL� ¨ÎUOz«uAŽ nB
« «c¼ hBŠ ÈbŠ≈  dO²š«Ë ¨∞[∂ ÍËU�ð WOLOKFð WKOÝË

øWOLOKFð WKOÝË UNO� qLF²�Ôð Ê√   √    

øWOLOKFð WKOÝË UNO� XKLF²Ý« «–≈   WLKFLK
 WB(« ÊuJð Ê√   »    

 t−²Mð U� w¦KŁ WO½U¦
« Z²MðË ¨WO½U¦
« ÃU²½≈ wK¦� v
Ë_« Z²Mð WOłU²½≈  «bŠË ÀöŁ tO� ÊuK¹UM
« ”UO	_ lMB�  ¥

 ¨•π ¨ •≥ w¼ VOðd²
« vKŽ W¦
U¦
«Ë WO½U¦
«Ë v
Ë_« ÃU²½≈ w� W(UB
« dOž ”UO	_« W³�½ X½U	 «–S� ªW¦
U¦
«

∫ÎUOz«uAŽ lMB*« «c¼ ÃU²½≈ s� fO	 dO²š«Ë ¨•∂

ø`
U� dOž fOJ
« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« U�   √    

øWO½U¦
« ÃU²½≈ s� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� ÎU(U� ÊU	 dO²š« Íc
« fOJ
« Ê√ rKŽ «–≈   »    

 lÐ—√Ë s¹ËUCOÐ 5ðd	 vKŽ » Íu²×¹Ë ¨¡«œuÝ …bŠ«ËË ¡UCOÐ  «d	 lÐ—√ vKŽ   Íu²×¹ » ¨  ÊU�ËbM�  µ

 ÊUðd	 » s� V×�ð ¡UCOÐ X½U	 «–S� ªUN½u
 kŠö¹Ë  ‚ËbMB
« s� …d	 ÎUOz«uAŽ V×�ð Æ¡«œuÝ  «d	

ÆŸUł—≈ ÊËœ w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 » s� V×�ð ¡«œuÝ X½U	 «–≈Ë ¨ŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ

øt�H½ ÊuK
« s� Àö¦
«  «dJ
« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U�   √    

ø¡«œuÝ Èdš_«Ë s¹ËUCOÐ ÊU²MŁ« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U�   »    

ø  ‚ËbMB
« s� ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« UL� ¡«œuÝ Àö¦
«  «dJ
« s� jI� …bŠ«Ë …d	 5²MŁ« Ê√ rKŽ «–≈   ?ł    

 W³�½Ë ¨∞[∏ ÀU½ù« 5Ð ÕU−M
« W³�½ X½U	Ë ¨ ∫≥ w¼ WDK²�� WÝ—b� w� ÀU½ù« v
≈ —u	c
« W³�½ X½U	 «–≈  ∂

Æ5×łUM
« w� —u	c
« W³�½ błËQ� ¨∞[∑∑ w¼ WÝ—b*« Ác¼ w� ÕU−M
« W³�½Ë ¨∞[∑µ —u	c
« 5Ð ÕU−M
«



±∞±

qBHM*« wz«uAF�« dOG²*«   ≥≠∂

 5²O
U²²� 5ðd� bI½ WFD� XOI
≈ «–≈ Îö¦L� ÆWOIOIŠ œ«bŽQÐ WOz«uAF
« »—U−²
« ZzU²½ jÐ— r²¹ ÊUOŠ_« s� dO¦	 w�

 5Nłu
« vKŽ ÊUð—u� dNEð U�bMŽ ≤ WLOI
« c�²¹ dOG²*« œbF
« «c¼ ÊS� ¨5ðd*« w� …d¼UE
« —uB
« œbŽ kŠu
Ë

Æ…—u� W¹√ dNEð ô U�bMŽ dH� WLOI
«Ë ¨jI� …bŠ«Ë …—u� dNEðU�bMŽ ± WLOI
«Ë¨5¹uKF
«

©∏≠∂® qJA
« w� wLN�
« jD�*UÐ p
– `O{uð sJ1Ë

ª  ⊇ {≤¨±¨∞} Á«b�Ë ¨Ω t
U−�  ÎU½«d²�« q¦1 Íc
«

ÆÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²� Ê«d²�ô« «c¼ q¦� vL�¹Ë

©„ ¨ „®

©’ ¨ „®

©„ ¨ ’®

©’¨ ’®

∞

±

≤

©∏≠∂® qJA
«

∫ÂUŽ tłuÐ

∫n¹dFð

ÆÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²� ¨bFK
 ÏWKÐU� WOIOI(« œ«bŽ_« s� ÏWOzeł ÏWŽuL−� Á«b�Ë ¨Ω t
U−� Íc
«  Ê«d²�ô« vL�¹

∫…œôu
« q�K�ðË fM'« YOŠ s� bO
«u� WŁöŁ WEŠö� WÐd& w�  ∫©±® ‰U¦�

ÆΩ V²	«  √  

ÆwLNÝ jD�0  ٌ qÒ¦L� WŁö¦
« bO
«u*« w�  UM³
« œbŽ q¦1 Î«dOG²�  ٌ ÊU	 «–≈  »  

øÁ«b� UL� p
c	 ÊU	 Ê≈ øqBHM� wz«uAŽ dOG²�  ٌ q¼  ?ł  

 

¨ Ë » »¨ Ë Ë » ¨ Ë » Ë ¨ » Ë Ë ¨ Ë Ë Ë} Ω Ω  √  

{» » » ¨ » » Ë ¨ » Ë »       

  dOG²LK
 wLN�
« jD�*« q¦1 ©π≠∂® qJA
«  »  

Ë Ë Ë

» Ë Ë

Ë » Ë

Ë Ë »

Ë » »

»Ë »

» » Ë

» » » 

∞

±

≤

≥

©π≠∂® qJA
«  jI� bŠ«Ë wIOIŠ œbFÐ Ω d�UMŽ  s� dBMŽ q	 jÐd¹  Ê√ U0  ?ł  

  ÊS� w
U²
UÐË ªbFK
 WKÐUI
«  ⊇ {≥¨≤¨±¨∞} WŽuL−*« Á«b�Ë ¨Ω t
U−� Ê«d²�«  ∴  

ÆqBHM� wz«uAŽ dOG²�   



±∞≤

 …d¼UE
« ◊UIM
« œbŽ 5Ð oKD*« ‚dH
«vKŽ ‰b¹ Íc
« qBHM*« wz«uAF
« dOG²*«  u¼  ÊU	 «–≈  ∫©≤® ‰U¦�

œd½ Íd−Š ¡UI
≈ bMŽ 5¹uKF
« 5Nłu
« vKŽ

Æ  ٌ Èb� bł  √  

Æ± œbF
« w�  ٌ Ê«d²�ô« w� UNð—u� w²
« Ω  d�UMŽ lOLł s� ÊuJ*« Õ ÀœU(« V²	√  »  

 

{µ ¨ ¥ ¨ ≥ ¨ ≤ ¨ ± ¨ ∞ } Ω   Èb�  √  

{©µ¨∂® ¨©∂¨µ®¨©¥¨µ®¨©µ¨¥®¨©≥¨¥®¨©¥¨≥®¨©≤¨≥®¨©≥¨≤®¨©±¨≤®¨©≤¨±®} Ω Õ  »  

∫n¹dFð

 ¨—
” WLOI
«  c�²¹ Ê√ ‰UL²Š« ÊS� ¨{Ê 

”  ̈ÆÆÆ  ̈≤
”  ̈±

” } Á«b� ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�   ÊU	 «–≈

Æ— 
” œbF
UÐ WD³ðd*«  Ω d�UMŽ lOLł s� ÊuJ*« ÀœU(« ‰UL²Š« ÍËU�¹ ¨©— 

”®‰ e�d
UÐ UN
e�d¹Ë

 ¡UCOÐ  «d	 l³Ý vKŽ Íu²×¹ ‚ËbM� s� ŸUł—≈ ÊËœ w
«u²
« vKŽ  «d	 ÀöŁ V×Ý WÐd& w�  ∫©≥® ‰U¦�

WÐu×�*« ¡UCO³
«  «dJ
« œbŽ vKŽ ‰b¹ ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²� Ÿ ÊU	 «–≈ ¨s¹Ë«dLŠ 5ðd	Ë

Æ©±® ‰ bł  »     ÆŸ Èb� bł  √  

 

{≥ ¨ ≤ ¨ ±} Ω Ÿ Èb�  √  

Æ¡«dLŠ Àö¦
«  «dJ
« ÊuJð Ê√ sJ1 ô t½_ ªÎ«dH� WLOI
« c�²¹ ô Ÿ Ê√ kŠô   

©{» ” ” ¨ ” » ” ¨” ” »}® ‰  Ω ©±®‰  »  

  
∑

∑
   ×  

∏

±
   ×  

π

≤
   ´  

∑

±
   ×  

∏

∑
   ×  

π

≤
   ´  

∑

±
   ×  

∏

≤
   ×  

π

∑
   Ω      

  
±≤

±
   Ω  

µ∞¥

¥≤
   Ω      

∫©w�UL²Šô« l¹“u²�«® n¹dFð

¨{Ê 
” ¨ ÆÆÆ ¨ ≤

” ¨ ±
” } Á«b� ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�   ÊU	 «–≈

 WŽuL−*« wL�½ UM½S� ¨WKÐUI*«  ôUL²Šô« ©Ê
”®‰¨ÆÆÆ ¨©≤

”®‰ ¨©±
”®‰ X½U	Ë

Æ  qBHM*« wz«uAF
« dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« {©©Ê 
”®‰ ¨Ê 

”®¨ÆÆÆ¨©©≤
”®‰ ¨≤

”® ¨©©±
”®‰ ¨±

”®}



±∞≥

 UNðôUL²Š« Á«b�Ë ¨  rO� WŽuL−� t
U−� Ê«d²�« u¼  qBHM*« wz«uAF
« dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« Ê√ kŠô

Æw
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł vL�¹ Íc
« w
U²
« ‰Ëb'UÐ Ê«d²�ô« «c¼ qO¦9 sJ1Ë ÆWKÐUI*«

— 
”

±
”

≤
”ÆÆÆ

Ê 
”

©— 
”®‰©±

”®‰©≤
”®‰ÆÆÆ©Ê 

”®‰

Ê ¨ ÆÆÆ ¨ ≤ ¨ ± Ω — rO� lOL' ¨  ∞ ≤ ©— 
”®‰   ±   ∫ Ê√ kŠô

± Ω ©— 
”®‰  

Ê

∑
±Ω —

  ≤        

 bMŽ  5¹uKF
«  5Nłu
«  vKŽ  …d¼UE
«  jIM
«  ŸuL−�  vKŽ  ‰b??¹   wz«uAF
« dOG²*« ÊU	 «–≈   ∫©¥® ‰U¦�

Æ  dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł ÊuJ� ¨5LE²M� œd½ Íd−Š ¡UI
≈

{±≤ ¨ ±± ¨ ±∞ ¨ π ¨ ∏ ¨ ∑ ¨ ∂ ¨ µ ¨ ¥ ¨ ≥ ¨ ≤ } Ω  ٌ Èb�  

 
≥∂

±
  Ω ©{©± ¨ ±)}® ‰  Ω  ©≤®‰   

≥∂

≤
  Ω  ©{©± ¨≤® ¨ ©≤ ¨±®}® ‰  Ω  ©≥®‰   

≥∂

≥
  Ω  ©{©± ¨ ≥® ¨ ©≤ ¨ ≤® ¨ ©≥ ¨ ±®}® ‰  Ω  ©¥®‰   
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≥∂

±
  Ω  ©{©∂ ¨ ∂®}® ‰  Ω  ©±≤®‰   

∫  dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł  ∴  

±≤ ±± ±∞ π ∏ ∑ ∂ µ ¥ ≥ ≤ —  
”

≥∂
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≥∂

≤
 

≥∂

≥
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≥∂

µ
 

≥∂

∂
 

≥∂

µ
 

≥∂

¥
 

≥∂

≥
 

≥∂
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±
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”®‰

 {©”≤¨µ®¨©”¨¥®¨©∞[±¨≤®} u¼ w
UL²Šô« tF¹“uð ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�  ÊU	 «–≈  ∫©µ® ‰U¦�

Æ” WLO� błËQ�   

± Ω ©— 
”®‰  

≥

∑
±Ω —

 

±  Ω  ©µ®‰  ´  ©¥®‰  ´  ©≤®‰  ∴  

±  Ω  ”≤ ´ ” ´ ∞[±   

∞[≥ Ω ”   UNM�Ë  ∞[π Ω ”≥   



±∞¥

 ∫©qBHML�« wz«uAF�« dOG²L�« l�uð® n¹dFð

 ¨ ٌ wz«uAF
« dOG²*« l�uð ÊS� ¨{ Ê 
” ¨ ÆÆÆ ¨ 

≤
” ¨ 

±
”} Á«b� ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²� ٌ  ÊU	 «–≈

©— 
”®‰ × — 

”
Ê

∑
±Ω —

 Ω ©  ٌ®     ∫«cJ¼ ·dF¹¨©  ٌ®  e�d
UÐ t
 e�d¹Ë

ÆdOG²*« «c¼ U¼c�²¹ w²
« rOIK
 wÐU�(« jÝu
« u¼  wz«uAF
« dOG²*« l�uð Ê√ kŠô

  «d	 lÐ—√ vKŽ Íu²×¹ ‚ËbM� s� ŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ  «d	 ÀöŁ V×Ý WÐd& w�   ∫©∂® ‰U¦�

 WÐu×�*« ¡UCO³
«  «dJ
« œbŽ vKŽ ‰b¹ Ÿ  wz«uAF
« dOG²*« ÊU	 «–≈ ¨s¹Ë«œuÝ 5ðd	Ë ¡UCOÐ

Æ©Ÿ®  błËQ�

 
≥

±
  Ω ©¡«œuÝ …dJ
«® ‰ ¨ 

≥

≤
  Ω 

∂

¥
  Ω ©¡UCOÐ …dJ
«® ‰ ¨ {≥ ¨ ≤ ¨ ± ¨ ∞ } Ω Ÿ Èb�  
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±
   Ω 

≥
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±
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π

≤
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≤
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±
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≤
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π

¥
   Ω 

≥

±
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≤
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≤
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∏
   Ω 

≥
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≤
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”
≥

∑
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≤ Ω  
≤∑

µ¥
   Ω 

≤∑

∏
  × ≤ ´ 

π

¥
  × ≤ ´ 

π

≤
  × ± ´ 

≤∑

±
  × ∞  Ω       

 Æ≤ ÍËU�¹ WÐu×�*« ¡UCO³
«  «dJ
« œbF
 wÐU�(« jÝu
« ÊS�  «d*« s� Î«dO³	 Î«œbŽ WÐd−²
« X¹dł√ «–≈ t½√ wMF¹ «c¼Ë

∫wK¹ UL	 ÎUHKG� µ∞ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹   ∫©∑® ‰U¦�

ÆdO½U½œ ±∞ WLOIÐ …ezUł vKŽ UNM� yq	 Íu²×¹  UHKG� ±∞   

ÆbŠ«Ë —UM¹œ  WLOIÐ …ezUł vKŽ UNM� yq	 Íu²×¹  UHKG� ±∞   

Æ—UM¹œ nB½ WLOIÐ …ezUł vKŽ UNM� yq	 Íu²×¹ ÎUHKG� ±µ   

Æez«uł W¹√ vKŽ Íu²% ô Wž—U� w�U³
«Ë   

ÆÎUOz«uAŽ  UHKG*« Ác¼ bŠ√ V×Ý bMŽ tOKŽ qB% Íc
« mK³LK
 pF�uð błË√   



±∞µ

∫ÊuJ¹ …ezU'« WLO� q¦1 Íc
« wz«uAF
« dOG²*« u¼    Ê√ ÷dHÐ  

  {±∞ ¨ ± ¨ ∞[µ ¨ ∞}  Ω    Èb�   

  
µ∞

±µ
  Ω ©⁄—U� nKG*«®‰  Ω   ©∞®‰   

  
µ∞

±µ
  Ω ©—UM¹œ nB½ …ezU'«®‰  Ω©∞[µ®‰   
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±∞
  Ω ©—UM¹œ …ezU'«®‰  Ω   ©±®‰   

  
µ∞

±∞
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¥
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±∞
  × ±∞ ´ 

µ∞
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µ∞

±µ
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 ∫W¹dE½

∫ÊS� Ω wMOF
« ⁄«dH
« vKŽ 5�dF� 5Oz«uAŽ s¹dOG²� „ ¨  ÊU	 «–≈

©„®   ∓ ©  ٌ®  Ω ©„ ∓   ٌ®    ±

 ∋  »¨ 
 
 YOŠ ¨  » ´ ©  ٌ®  

 
 Ω ©» ´   ٌ 

 
®    ≤

  ∏ Ω ©„®  ¨ µ Ω © ٌ ®   YO×Ð ¨Ω wMOŽ ⁄«d� vKŽ 5Oz«uAŽ s¹dOG²� „ ¨ ٌ  ÊU	 «–≈  ∫©∏® ‰U¦�

∫błËQ�

©∂ ´ „≥ ≠ ¥®    »       ©≥ ´ ≤®   √  

 

±≥ Ω ≥ ´ µ × ≤  Ω ≥ ´ © ® ≤ Ω  ©≥ ´ ≤®   √  

∂ ´ ©„® ≥ ≠ ©  ٌ® ¥  Ω ©∂ ´ „≥ ≠ ¥®   »  

≤ Ω ∂ ´ ∏ × ≥ ≠ µ × ¥  Ω             



±∞∂

©≥≠∂® s¹—U9

 ‰œ «–≈  ÆŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ ÊUðd	 tM� X³×Ý ¨¡«œuÝ …bŠ«ËË ¡UCOÐ  «d	 ≥ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ±

WÐu×�*« ¡«œu�
«  «dJ
« œbŽ vKŽ   ٌ wz«uAF
« dOG²*«

 l�uð bł   ?ł     wz«uAF
« dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« V²	«   »      Èb� 5Ž   √    

 ÊUðd	 tM� X³×Ý ¨¡«dLŠ  «d	 XÝË ¨¡UCOÐ  «d	 ÀöŁË ¨¡«œuÝ …bŠ«Ë …d	 vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  ≤

WÐu×�*« ¡UCO³
«  «dJ
« œbŽ vKŽ „ wz«uAF
« dOG²*« ‰œ «–≈ ¨…bŠ«Ë WF�œ

„ l�uð bł   ?ł     „ dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł V²	√   »     „ Èb� 5Ž   √    

 q³Ið w²
« œ«bŽ_« œbŽ vKŽ Â dOG²*« ‰œ «–≈ Æ…bŠ«Ë WF�œ {∂ ¨ µ ¨ ¥ ¨ ≥ ¨ ≤} WŽuL−*« s� Ê«œbŽ dO²š«  ≥

s¹—U²�*« s¹œbF
« w� ¥ vKŽ WL�I
«

Â dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł V²	√   »     Â wz«uAF
« dOG²*« Èb� 5Ž   √    

Â dOG²*« l�uð bł   ?ł    

 d−(« wI
√ Æ∂ r�d
« s¹dšü« 5Nłu
« vKŽË ¨≥ r�d
« tM� ÁułË ¥ vKŽ »u²J� ÍœUŽ dOž œd½ d−Š  ¥

5²O�d
« w� s¹d¼UE
« 5L�d
« ŸuL−� l�uð V�Š« Æ5²O
U²²� 5ðd�

ø  WLO� UL� {©  ≤ ¨ µ®¨©∞[± ¨  ®} u¼   ٌ wz«uAŽ dOG²* w
UL²Šô« l¹“u²
« ÊU	 «–≈  µ

 ÊU	Ë ¨5ðd� W¹œUŽ  dOž bI½ WFD� ¡UI
≈ bMŽ …—uB
« —uNþ  «d� œbŽ vKŽ ‰b¹ ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�  ÊU	 «–≈  ∂

ø…bŠ«Ë …d� Ác¼ bIM
« WFD� ¡UI
≈ bMŽ WÐU²J
« —uNþ ‰UL²Š« UL� ¨±[∂ Ω  l�uð

‰UHÞ√ WŁöŁ  UN¹b
 WKzUŽ w� —u	c
« ‰UHÞ_« œbŽ l�uð V�Š«  ∑

  dNþ «–S� ¨∞[∑ Ω UNO� ÍuKF
« tłu
« vKŽ …—uB
« —uNþ ‰UL²Š« W¹œUŽ dOž œuI½ WFD� h�ý w�d¹  ∏

 q−�¹ ÊU²ÐU²	  dNþ «–≈Ë ¨±∞≠ œbF
« q−�¹ ÊUHK²�� ÊUNłË dNþ «–≈Ë ¨≤∞ œbF
« q ]−�Ô¹  ÊUð—u�

h�AK
 q−�*« œbF
« l�uð V�Š« Æ¥∞≠ œbF
«

 wz«uAF
« dOG²*« ÊU	Ë `OÐUB*« Ác¼ h×� - «–≈ ÆW(U� ∏ UNM� WOzUÐdN	 `OÐUB�±∞ vKŽ ‚ËbM� Íu²×¹  π

`
U� ÕU³B� ‰Ë√ tO� dNE¹ Íc
« h×H
« r�— vKŽ ‰b¹ 

 l�uð bł   ?ł      dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« V²	√   »       Èb� 5Ž   √    

∫ÊU	Ë ¨ÎöBHM� ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�  ÊU	 «–≈  ±∞

± Ω ”   ̈    ” ?ł  

≤ Ω ”   ̈   ” ?ł≥   

¥ ¨≥ Ω ”  ¨  ©±´”®?ł  

 Ω ©”®‰    

©≥ ´  ≤®  V�Š«   ?ł     dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« ‰Ëbł Ê Òu	   »    ?ł WLO� bł   √    



±∞∑

(Binomial Distribution) s¹b(« Ë– l¹“u²�«   ¥≠∂

 ŸuMÐ j³ðd¹ Íc
« ¨s¹b(« «– wz«uAF
« dOG²*« vL�*« WKBHM*« WOz«uAF
«  «dOG²*« bŠ√ bM³
« «c¼ w� ”—bMÝ

∫WO
U²
« hzUB)« UN
 w²
« WOz«uAF
« »—U−²
« s� ’Uš

Æ…—dJ²*«  ôËU;« s� 5F� œbŽ s� WÐd−²
« ÊuJ²ð   ±   

ÆWKI²��Ë WKŁUL²� ÎUFOLł  ôËU;« Ác¼   ≤   

ÆÎöA� vL�¹Ë tŽu�Ë ÂbŽ Ë√ ÎUŠU$ vL�¹Ë 5F� ÀœUŠ Ÿu�Ë ∫5²−O²½ ÈbŠSÐ W
ËU×� q	 wN²Mð   ≥   

ÆW
ËU×� q	 w� XÐUŁ ÕU−M
« ‰UL²Š«   ¥   

Æs¹b(« «– l¹“u²
« s¹b(« Í– wz«uAF
« dOG²LK
 w
UL²Šô« l¹“u²
« vL�¹Ë

 ◊UI½ ¥ —uNþ  «d� œbŽ q¦1  ٌ  wz«uAF
« dOG²*« ÊU	 «–≈ ¨WO
U²²�  «d� ±∞ rE²M� œd½ d−Š ¡UI
≈ bMŽ Îö¦L�

 …d� œdM
« d−Š w�d
 WKI²��Ë WKŁUL²�  ôËU×� ±∞ s� W½uJ� WÐd−²
« Ác¼ —U³²Ž« sJ1 t½S� ¨ÍuKF
« tłu
« vKŽ

 Ê≈ Æ 
∂

±
  u¼Ë ÎU²ÐUŁ Î«—«bI� W
ËU×� q	 w� ÍuKF
« tłu
« vKŽ ◊UI½ ¥ —uNþ ÀœU(« Ÿu�Ë ‰UL²Š« ÊuJ¹Ë ¨…bŠ«Ë

∫Ê_ s¹bŠ Ë– wz«uAŽ dOG²� u¼ dOG²*« «c¼

Æ…bŠ«Ë …d� rE²M*« œdM
« d−Š w�d
  ôËU×� ±∞ s� ÊuJ²ð WÐd−²
«   ±   

ÆWKI²��Ë WKŁUL²� ÎUFOLł  ôËU;«   ≤   

Æ©qA�® p
– dOž Ë√ ©ÕU$® ÍuKF
« tłu
« vKŽ ◊UI½ ¥ —uNþ ∫UL¼ ÊU²−O²½ W
ËU×� qJ
   ≥   

Æ 
∂

±
  u¼ XÐUŁ W
ËU×� q	 w� ÕU−M
« ‰UL²Š«   ¥   

 ÊU²MŁ«Ë ¡UCOÐ  «d	∂ tO� ‚ËbM� s� ŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ  «d	 µ V×Ý WÐd& w�  ∫©±® ‰U¦�

 Ë– vz«uAŽ dOG²�   ٌ Ê√ 5³� ¨WÐu×�*« ¡UCO³
«  «dJ
« œbŽ v
≈ e�d¹   ٌ ÊU	 «–≈ ªÊ«Ë«œuÝ

ÆÁ«b� błË s¹bŠ

 ¨‚ËbMB
« s� …d	 V×�
 WKI²��Ë WKŁUL²�  ôËU×� µ w¼ Ác¼ ŸUł—ù« l� V×�
« WÐd&  

Æ
¥

≥
  Ω 

∏

∂
  Ω XÐUŁ UNM� q	 w� ©ÀœU(« ÕU$® ¡UCOÐ …d	 —uNþ ‰UL²Š«Ë   

Æs¹bŠ Ë– wz«uAŽ  dOG²�   ٌ  ∴  

{µ ¨ ¥ ¨ ≥ ¨ ≤ ¨ ± ¨ ∞} Ω Á«b�   



±∞∏

 ‰UL²Š« Ê_ ªs¹bŠ «– ÊuJ¹ ô   wz«uAF
« dOG²*« ÊS� ŸUł—≈ ÊËœ ‰U¦*« «c¼ w� V×�
« ÊU	 «–≈ t½√ kŠô

ÆfL)«  ôËU;« w� XÐUŁ dOž ©¡UCOÐ —uNþ® ÕU−M
«

 …d� q	 w� ·bNK
 t²ÐU�≈ ‰UL²Š« ÊU	Ë ¨ «d� ÀöŁ XÐUŁ ·b¼ vKŽ —UM
« qł— oKÞ√ «–≈  ∫©≤® ‰U¦�

∫·bN
« qłd
« UNO� VOB¹ w²
«  «d*«  œbŽ vKŽ ‰b¹   ٌ wz«uAF
« dOG²*« ÊU	Ë ¨ 
µ

¥
  u¼

  ø  ٌ Èb� U�   »     øs¹bŠ Ë–   ٌ q¼  √  

Æ5ðd� ·bN
« qłd
« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« V�Š«  ?ł  

 

 ÕU−M
« ‰UL²Š«Ë WKI²��Ë WKŁUL²� lÐ—_«  ôËU;« Ê_ ªs¹bŠ Ë– wz«uAŽ dOG²�   ٌ  √  

Æ 
µ

±
  Ω ©·bN
« WÐU�≈ ÂbŽ® qAH
« ‰UL²Š«Ë ¨ 

µ

¥
  Ω …d� q	 w� XÐUŁ ©·bN
« WÐU�≈®   

Æ{≥ ¨ ≤ ¨ ± ¨ ∞} Ω  ٌ Èb�  »  

©jI� 5ðd� ·bN
« WÐU�≈®‰  Ω ©≤®‰  ?ł  

 ©{’ · ’ ¨’ ’ · ¨· ’ ’}® ‰  Ω      

 
±≤µ

¥∏
  Ω 

±

© µ

±
 ® × 

≤

© µ

¥
 ® × ≥  Ω      

 ÍËU�¹ UNM� q	 Ÿu�Ë ‰UL²Š« Ê√Ë   ¨©
≥

≤ ® U¼œbŽ ‚dDÐ r²ð 5ðd� ·bN
« WÐU�≈ Ê√ kŠô  

∫ÊuJO� ¨
±

© µ

±
 ® × 

≤

© µ

¥
 ®

 
±≤µ

¥∏
  Ω  

±

© µ

±
 ® × 

≤

© µ

¥
 ® ×  ©

≥

≤ ® Ω ©≤®‰   

∫ÂUŽ tłuÐ

 ∫W¹dE½

 ÊS� ¨  Ω W
ËU×� q	 w� ÕU−M
« ‰UL²Š«Ë ¨Ê Ω  ôËU;« œbŽ YOŠ s¹bŠ «– ÎUOz«uAŽ Î«dOG²�  ٌ  ÊU	 «–≈

 {Ê¨ÆÆÆÆ ¨ ≤ ¨ ±¨ ∞} ∋ —  ¨  
— ≠ Ê©  ≠±® × 

— 

 × ©
Ê
— ® Ω ©—®‰   ÍËU�¹  «d*« s�  —  ÕU−M
« ‰UL²Š«

 …bŠ«ËË ¡«dLŠ  «d	 ÀöŁ tO�  ‚ËbM� s� ŸUł—ù« l� w
«u²
« vKŽ  «d	 ±∞ X³×Ý  ∫©≥® ‰U¦�

WÐu×�*« ¡«œu�
«  «dJ
« œbŽ vKŽ   ٌ s¹b(« Ë– wz«uAF
« dOG²*« ‰œ «–≈ ª¡«œuÝ

©∑®‰ ¨©¥®‰ ¨©≤®‰ ∫s� Îö	 V�Š«   »       ø  Èb� U�  √  



±∞π

 

{±∞¨ÆÆÆÆ¨≤ ¨ ± ¨ ∞}  Ω  Èb*«  √  

  ±∞  Ω  Ê   ̈  
¥

±
  Ω    Ω ©¡«œuÝ —uNþ®‰ Ω ©ÕU−M
«®‰  »  

∏

© ¥

≥
 ® × 

≤

© ¥

±
 ® × ©

±∞

≤ ®  Ω  
≤≠±∞

© ¥

±
  ≠±® × 

≤

© ¥

±
 ® × ©

±∞

≤ ®  Ω ©≤®‰   

∂

© ¥

≥
 ® × 

¥

© ¥

±
 ® × ©

±∞

¥ ®  Ω ©¥®‰   

≥

© ¥

≥
 ® × 

∑

© ¥

±
 ® × ©

±∞

∑ ®  Ω ©∑®‰   

 «–S� ª∞[∏ u¼ UNM� ‰«RÝ Í√ sŽ V
UD
« VO−¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ¨WK¾Ý√ W²Ý s� ÊU×²�« n
Q²¹  ∫©¥® ‰U¦�

ÊU×²�ö
 V
UD
« «c¼ ÂbIð

øjI� bŠ«Ë ‰«RÝ sŽ W×O×� WÐUł≈ V
UD
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∞[≤¥µ± ∞[≤¥∏≥ ∞[≤µ±¥ ∞[≤µ¥∂ ∞[≤µ∑∏ ∞[≤∂±± ∞[≤∂¥≥ ∞[≤∂∑∂ ∞[≤∑∞π ∞[≤∑¥≥ ∞[∂≠

∞[≤∑∑∂ ∞[≤∏±∞ ∞[≤∏¥≥ ∞[≤∏∑∑ ∞[≤π±≤ ∞[≤π¥∂ ∞[≤π∏± ∞[≥∞±µ ∞[≥∞µ∞ ∞[≥∞∏µ ∞[µ≠

∞[≥±≤± ∞[≥±µ∂ ∞[≥±π≤ ∞[≥≤≤∏ ∞[≥≤∂¥ ∞[≥≥∞∞ ∞[≥≥≥∂ ∞[≥≥∑≤ ∞[≥¥∞π ∞[≥¥¥∂ ∞[¥≠

∞[≥¥∏≥ ∞[≥µ≤∞ ∞[≥µµ∑ ∞[≥µπ¥ ∞[≥∂≥≤ ∞[≥∂∂π ∞[≥∑∞∑ ∞[≥∑¥µ ∞[≥∑∏≥ ∞[≥∏≤± ∞[≥≠

∞[≥∏µπ ∞[≥∏π∑ ∞[≥π≥∂ ∞[≥π∑¥ ∞[¥∞±≥ ∞[¥∞µ≤ ∞[¥∞π∞ ∞[¥±≤π ∞[¥±∂∏ ∞[¥≤∞∑ ∞[≤≠

∞[¥≤¥∑ ∞[¥≤∏∂ ∞[¥≥≤µ ∞[¥≥∂¥ ∞[¥¥∞¥ ∞[¥¥¥≥ ∞[¥¥∏≥ ∞[¥µ≤≤ ∞[¥µ∂≤ ∞[¥∂∞≤ ∞[±≠

∞[¥∂¥± ∞[¥∂∏± ∞[¥∑≤± ∞[¥∑∂± ∞[¥∏∞± ∞[¥∏¥∞ ∞[¥∏∏∞ ∞[¥π≤∞ ∞[¥π∂∞ ∞[µ∞∞∞ ∞[∞
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∞[∞π ∞[∞∏ ∞[∞∑ ∞[∞∂ ∞[∞µ ∞[∞¥ ∞[∞≥ ∞[∞≤ ∞[∞± ∞[∞∞ Ÿ

∞[µ≥µπ ∞[µ≥±π ∞[µ≤∑π ∞[µ≤≥π ∞[µ±ππ ∞[µ±∂∞ ∞[µ±≤∞ ∞[µ∞∏∞ ∞[µ∞¥∞ ∞[µ∞∞∞ ∞[∞

∞[µ∑µ≥ ∞[µ∑±¥ ∞[µ∂∑µ ∞[µ∂≥∂ ∞[µµπ∂ ∞[µµµ∑ ∞[µµ±∑ ∞[µ¥∑∏ ∞[µ¥≥∏ ∞[µ≥π∏ ∞[±

∞[∂±¥± ∞[∂±∞≥ ∞[∂∞∂¥ ∞[∂∞≤∂ ∞[µπ∏∑ ∞[µπ¥∏ ∞[µπ±∞ ∞[µ∏∑± ∞[µ∏≥≤ ∞[µ∑π≥ ∞[≤

∞[∂µ±∑ ∞[∂¥∏∞ ∞[∂¥¥≥ ∞[∂¥∞∂ ∞[∂≥∂∏ ∞[∂≥≥± ∞[∂≤π≥ ∞[∂≤µµ ∞[∂≤±∑ ∞[∂±∑π ∞[≥

∞[∂∏∑π ∞[∂∏¥¥ ∞[∂∏∞∏ ∞[∂∑∑≤ ∞[∂∑≥∂ ∞[∂∑∞∞ ∞[∂∂∂¥ ∞[∂∂≤∏ ∞[∂µπ± ∞[∂µµ¥ ∞[¥

∞[∑≤≤¥ ∞[∑±π∞ ∞[∑±µ∑ ∞[∑±≤≥ ∞[∑∞∏∏ ∞[∑∞µ¥ ∞[∑∞±π ∞[∂π∏µ ∞[∂πµ∞ ∞[∂π±µ ∞[µ

∞[∑µ¥π ∞[∑µ±∑ ∞[∑¥∏∂ ∞[∑¥µ¥ ∞[∑¥≤≤ ∞[∑≥∏π ∞[∑≥µ∑ ∞[∑≥≤¥ ∞[∑≤π± ∞[∑≤µ∑ ∞[∂

∞[∑∏µ≤ ∞[∑∏≤≥ ∞[∑∑π¥ ∞[∑∑∂¥ ∞[∑∑≥¥ ∞[∑∑∞¥ ∞[∑∂∑≥ ∞[∑∂¥≤ ∞[∑∂±± ∞[∑µ∏∞ ∞[∑

∞[∏±≥≥ ∞[∏±∞∂ ∞[∏∞∑∏ ∞[∏∞µ± ∞[∏∞≤≥ ∞[∑ππµ ∞[∑π∂∑ ∞[∑π≥π ∞[∑π±∞ ∞[∑∏∏± ∞[∏

∞[∏≥∏π ∞[∏≥∂µ ∞[∏≥¥∞ ∞[∏≥±µ ∞[∏≤∏π ∞[∏≤∂¥ ∞[∏≤≥∏ ∞[∏≤±≤ ∞[∏±∏∂ ∞[∏±µπ ∞[π

∞[∏∂≤± ∞[∏µππ ∞[∏µ∑∑ ∞[∏µµ¥ ∞[∏µ≥± ∞[∏µ∞∏ ∞[∏¥∏µ ∞[∏¥∂± ∞[∏¥≥∏ ∞[∏¥±≥ ±[∞

∞[∏∏≥∞ ∞[∏∏±∞ ∞[∏∑π∞ ∞[∏∑∑∞ ∞[∏∑¥π ∞[∏∑≤π ∞[∏∑∞∏ ∞[∏∂∏∂ ∞[∏∂∂µ ∞[∏∂¥≥ ±[±

∞[π∞±µ ∞[∏ππ∑ ∞[∏π∏∞ ∞[∏π∂≤ ∞[∏π¥¥ ∞[∏π≤µ ∞[∏π∞∑ ∞[∏∏∏∏ ∞[∏∏∂π ∞[∏∏¥π ±[≤

∞[π±∑∑ ∞[π±∂≤ ∞[π±¥∑ ∞[π±≥± ∞[π±±µ ∞[π∞ππ ∞[π∞∏≤ ∞[π∞∂∂ ∞[π∞¥π ∞[π∞≥≤ ±[≥

∞[π≥±π ∞[π≥∞∂ ∞[π≤π≤ ∞[π≤∑π ∞[π≤∂µ ∞[π≤µ± ∞[π≤≥∂ ∞[π≤≤≤ ∞[π≤∞∑ ∞[π±π≤ ±[¥

∞[π¥¥± ∞[π¥≤π ∞[π¥±∏ ∞[π¥∞∂ ∞[π≥π¥ ∞[π≥∏≤ ∞[π≥∑∞ ∞[π≥µ∑ ∞[π≥¥µ ∞[π≥≥≤ ±[µ

∞[πµ¥µ ∞[πµ≥µ ∞[πµ≤µ ∞[πµ±µ ∞[πµ∞µ ∞[π¥πµ ∞[π¥∏¥ ∞[π¥∑¥ ∞[π¥∂≥ ∞[π¥µ≤ ±[∂

∞[π∂≥≥ ∞[π∂≤µ ∞[π∂±∂ ∞[π∂∞∏ ∞[πµππ ∞[πµπ± ∞[πµ∏≤ ∞[πµ∑≥ ∞[πµ∂¥ ∞[πµµ¥ ±[∑

∞[π∑∞∂ ∞[π∂ππ ∞[π∂π≥ ∞[π∂∏∂ ∞[π∂∑∏ ∞[π∂∑± ∞[π∂∂¥ ∞[π∂µ∂ ∞[π∂¥π ∞[π∂¥± ±[∏

∞[π∑∂∑ ∞[π∑∂± ∞[π∑µ∂ ∞[π∑µ∞ ∞[π∑¥¥ ∞[π∑≥∏ ∞[π∑≥≤ ∞[π∑≤∂ ∞[π∑±π ∞[π∑±≥ ±[π

∞[π∏±∑ ∞[π∏±≤ ∞[π∏∞∏ ∞[π∏∞≥ ∞[π∑π∏ ∞[π∑π≥ ∞[π∑∏∏ ∞[π∑∏≥ ∞[π∑∑∏ ∞[π∑∑≤ ≤[∞

∞[π∏µ∑ ∞[π∏µ¥ ∞[π∏µ∞ ∞[π∏¥∂ ∞[π∏¥≤ ∞[π∏≥∏ ∞[π∏≥¥ ∞[π∏≥∞ ∞[π∏≤∂ ∞[π∏≤± ≤[±

∞[π∏π∞ ∞[π∏∏∑ ∞[π∏∏¥ ∞[π∏∏± ∞[π∏∑∏ ∞[π∏∑µ ∞[π∏∑± ∞[π∏∂∏ ∞[π∏∂¥ ∞[π∏∂± ≤[≤

∞[ππ±∂ ∞[ππ±≥ ∞[ππ±± ∞[ππ∞π ∞[ππ∞∂ ∞[ππ∞¥ ∞[ππ∞± ∞[π∏π∏ ∞[π∏π∂ ∞[π∏π≥ ≤[≥

∞[ππ≥∂ ∞[ππ≥¥ ∞[ππ≥≤ ∞[ππ≥± ∞[ππ≤π ∞[ππ≤∑ ∞[ππ≤µ ∞[ππ≤≤ ∞[ππ≤∞ ∞[ππ±∏ ≤[¥

∞[ππµ≤ ∞[ππµ± ∞[ππ¥π ∞[ππ¥∏ ∞[ππ¥∂ ∞[ππ¥µ ∞[ππ¥≥ ∞[ππ¥± ∞[ππ¥∞ ∞[ππ≥∏ ≤[µ

∞[ππ∂¥ ∞[ππ∂≥ ∞[ππ∂≤ ∞[ππ∂± ∞[ππ∂∞ ∞[ππµπ ∞[ππµ∑ ∞[ππµ∂ ∞[ππµµ ∞[ππµ≥ ≤[∂

∞[ππ∑¥ ∞[ππ∑≥ ∞[ππ∑≤ ∞[ππ∑± ∞[ππ∑∞ ∞[ππ∂π ∞[ππ∂∏ ∞[ππ∂∑ ∞[ππ∂∂ ∞[ππ∂µ ≤[∑

∞[ππ∏± ∞[ππ∏∞ ∞[ππ∑π ∞[ππ∑π ∞[ππ∑∏ ∞[ππ∑∑ ∞[ππ∑∑ ∞[ππ∑∂ ∞[ππ∑µ ∞[ππ∑¥ ≤[∏

∞[ππ∏∂ ∞[ππ∏∂ ∞[ππ∏µ ∞[ππ∏µ ∞[ππ∏¥ ∞[ππ∏¥ ∞[ππ∏≥ ∞[ππ∏≤ ∞[ππ∏≤ ∞[ππ∏± ≤[π

∞[πππ∞ ∞[πππ∞ ∞[ππ∏π ∞[ππ∏π ∞[ππ∏π ∞[ππ∏∏ ∞[ππ∏∏ ∞[ππ∏∑ ∞[ππ∏∑ ∞[ππ∏∑ ≥[∞

∞[πππ≥ ∞[πππ≥ ∞[πππ≤ ∞[πππ≤ ∞[πππ≤ ∞[πππ≤ ∞[πππ± ∞[πππ± ∞[πππ± ∞[πππ∞ ≥[±

∞[πππµ ∞[πππµ ∞[πππµ ∞[πππ¥ ∞[πππ¥ ∞[πππ¥ ∞[πππ¥ ∞[πππ¥ ∞[πππ≥ ∞[πππ≥ ≥[≤

∞[πππ∑ ∞[πππ∂ ∞[πππ∂ ∞[πππ∂ ∞[πππ∂ ∞[πππ∂ ∞[πππ∂ ∞[πππµ ∞[πππµ ∞[πππµ ≥[≥

∞[πππ∏ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ∞[πππ∑ ≥[¥

∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ≥[µ

∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[πππ∏ ∞[πππ∏ ≥[∂

∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ∞[ππππ ≥[∑
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1- Thomas Calculus, 10th Edition‚ Addison Wisely, 2000
2- Calculus with Analytic Geometry‚ Edwards & Penny‚ 4th Edition‚ Prentice hall 1994
3- Calculus, Howard Anton, 6th Edition‚ John Wiley, 1999
4- Calculus, One & Several Variables, S.L.Salas, Einar hille, 4th Edition‚ 1982, 
5- Probability Kubais Fahady, J. Shamoon
6- Intoduction to Probability Theory & Statistical Inference, 3th Edition‚ Harold J. Larson
7- Basic Statistics for Business & Economics, 4th Edition‚ by Lind, Marchal, & Williams
8- Complete Business Statistics, by Amir D. Aczel & Jayavel Sounderpandian 3th Edition
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