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Ë
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(Limits at Infinity)   ∞∓ ← ” U�bMŽ Ê«d²�ô« W¹UN½   μ≠±

 W¹UN½ bM³�« «c¼ w� ”—bMÝË ¨  5F� wIOIŠ œbŽ s� ” »d²Ið U�bMŽ ©”®‚ Ê«d²�ô« W¹UN½ ÎUIÐUÝ UM�dFð

  U�bMŽ p�c�Ë ¨©∞® W¹UN½ôU� s� ” »d²Ið U�bMŽ Í√ ¨œËbŠ öÐË W³łu� rOIÐ ” œ«œeð U�bMŽ ©”®‚ Ê«d²�ô«
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≥ ≠ ”≥
 

´
 ± ← 

”

 Ω       

 

 
± ≠ ”
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≠

©±® Ó‚   ≠   
´
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ÊU²O�dÞ ÊU²DI½ UL¼ ≥ Ω ” ¨ ±≠ Ω ” Ê_ ª…œułu� dOž ©≥®Ó‚ p�c�Ë ¨…œułu� dOž ©±≠®Ó‚    ∫ÎUFÐ«—   
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≥
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≤
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” Ω ©”®‚   √    
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”≥´μ √ Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  ≥
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Ë

  √  
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Ë
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©μ®‚ ≠ ©∑ ≠ ”≥®‚
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≤” 
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≠
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(Rules of Differentiation)  ‚UI²ýô« bŽ«u	   ≥≠≤

 WI²A*« Ác¼ vKŽ ‰uB(« qON�²�Ë ¨U� Ê«d²�ô v�Ë_« WI²A*« œU−¹« w� WI²A*« n¹dFð ÎUIÐUÝ Âb�²�½ UM�

∫WO�U²�« bŽ«uI�« Â«b�²Ý« UMMJ1

      ∫©±® …bŽU	

   ∋”∀       ∞ Ω ©”®Ó‚  ÊS� ¨XÐUŁ ?ł YOŠ ¨ ?ł Ω ©”®‚  ÊU� «–≈

      ∫ÊU¼d³�«

?ł ≠ ?ł
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 ∞ ← ?¼

  Ω 

©”®‚≠©?¼´”®‚

 ?¼
 ∞ ← ?¼

  Ω ©”®Ó‚

  

     ∞ Ω ∞

 ∞ ← ?¼

 Ω  

∞

?¼
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 ∞ Ω ©≥® Ó‚  ∴  

      ∫©≤® …bŽU	

±≠Ê”Ê Ω ©”®Ó‚ ÊS� 
™
◊ ∋Ê ¨ 

Ê” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

      ∫ÊU¼d³�«
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Ÿ

  Ω ©”®Ó‚
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∂∑
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∏∞ Ω 
¥
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      ∫©≥® …bŽU	

∫ÊS� ∋  ?ł X½U�Ë ¨ ” bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®?¼ ¨ ©”®‚ s� q� ÊU� «–≈
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≤” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  

Æ©≤®Ó‰ błËQ�  
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©∞¨±® Ω ©©±®‚¨±® w¼ ”UL²�« WDI½  ∴  
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±  >  ”   ̈    ”≤  

 ± <  ”   ̈      ≤  

  Ω  ©”®Ó‚   

  

                             ≤Ω±  ≤Ω 
≠
©±® Ó‚ ¨ ≤ Ω

´
©±® Ó‚   ̈   ± Ω ” bMŽ qB²� ‚ Ê√ U0 Ë   

…œułu� ©±® Ó‚  ∴  

Æ ¤ ≥¨±≠› vKŽ ‚UI²ýö� qÐU� ‚  ∴  

Æ ›≥¨±≠¤ vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ ‚  ∴  

∫?ł  rO� Ø WLO� œU−¹≈    ∫ÎUO½UŁ      

± Ω  

©±≠® ≠ ≥

¥
 Ω 

©±≠®‚ ≠ ©≥®‚

©±≠® ≠ ≥
  Ω ©?ł® Ó‚   

± ≥ ”  > ±≠   ̈    ”≤Ω ©”®Ó‚ Ê≈ YOŠË   

±  ≥   ?ł  > ±≠   ̈       ± Ω ?ł≤ Ω ©?ł® Ó‚  ∴  

±

≤

  Ω ?ł  ∴  

± ≠ ≤ Ω ©”®Ó‚ ÊS�  ¨ ± <  ” U�bMŽË   

± <  ” U�bMŽ W¹dEM�« oI% ?ł błuð ô  ∴  

ÆW¹dEM�« UNMOFð w²�«  ¤ ≥¨±≠›  …d²H�« w� …bOŠu�« WLOI�« w¼ 
±

≤

  Ω ?ł  ∴  



±±∞

©≥® ‰U¦�

±≠  ≥  ” ≥ ≤≠   ̈   ≤´ ”  

  ±  ≥  ” > ±≠   ̈    
≤”       

  Ω  ©”®‚   Ê«d²�ô« sJO�   

ø›±¨≤≠¤ …d²H�« vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ ◊Ëdý ©”®‚ oI×¹ q¼   

ø 

©≤≠®‚ ≠ ©±®‚

©≤≠® ≠ ±
 Ω ©?ł® Ó‚ YO×Ð ¤±¨≤≠› ∋  ?ł błuð q¼   

∫W¹d?EM�« ◊Ëdý w� Y×³�«    ∫ÎôË√      

∫ ›±¨≤≠¤ vKŽ ©”®‚ ‰UBð«  √  

Æ©ø «–U*®   ›±¨≤≠¤ vKŽ qB²� ©”®‚   

∫¤±¨≤≠› vKŽ ‚UI²ýö� ‚ WOKÐU�  »  

±≠ > ” > ≤≠   ̈      ±  

  ± >  ” > ±≠   ̈    ”≤  

  Ω  ©”®Ó‚   

 

 ± Ω 
≠
©±≠®Ó‚ ¨≤≠ Ω ±≠ × ≤ Ω 

´
©±≠®Ó‚   ̈     ±≠ Ω ” bMŽ qB²� ‚ Ê√ U0Ë         

Æ…œułu� dOž©±≠®Ó‚  ∴  

Æ›±¨≤≠¤ …d²H�« vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ ô ©”®‚  ∴  

Æ©W¹dEM�« ◊Ëdý oI% ÂbŽ wMF¹ W¹dEM�« wÞdý s� Í√ oI% ÂbŽ Ê√ kŠô®   

∫?ł œułË    ∫ÎUO½UŁ      

 U¼œb% w²�«   ?ł  œu??łË ÂbFÐ Âe??'« p�– s� sJ1 ô t½S�  d�«u²ð  r� W¹dEM�«  ◊Ëd??ý Ê√ U0  

∫Ê«d²�ô« WI²A* œuF½ p�– w� Y×³K�Ë ¨W¹dEM�«

±

≥

 Ω 
∞ ≠ ±

≥
 Ω  

©≤≠®‚ ≠ ©±®‚

©≤≠® ≠ ±
 Ω  ©?ł® Ó‚   

  

± > ” > ±≠ ¨ ”≤Ω©”®Ó‚  Ê≈ YOŠË   

± > ?ł > ±≠ ¨  ?ł≤Ω©?ł® Ó‚  ∴  

 ¤ ±¨ ±≠ › ∋   
±

∂

  Ω ?ł   ⇐    
±

≥

  Ω ?ł≤  ∴  

 Æ¤ ±≠ ¨ ≤≠ › ∋  ?ł błuð ôË   

ÆW¹dEM�« W−O²½ oI% w²�«  ¤ ± ¨ ≤≠ ›  …d²H�« w� …bOŠu�« WLOI�« w¼  
±

∂

  Ω ?ł  ∴  



±±±

 w�½dH�« w{U¹d�« r�UF�« rÝUÐ ‰Ë— W¹dE½ …UL�*« W¹dEM�« wK¹ ULO	 d
c½ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ s� W�Uš W�U×


ÆÂ±∂π± ÂUŽ w	 W¹dEM�« WžUO� w	 qCH�« t� ÊU
 Íc�« ‰Ë— qOAO�

∫©Rolle's Theorem® ‰Ë— W¹dE½

 t½S�¨©»®‚Ω©  ®‚ ÊU� Ë ¨¤ »¨  ›vKŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU�Ë ¨›»¨  ¤ vKŽ ÎöB²� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈

ÆdH� Ω ©?ł® Ó‚ Ê≈ YO×Ð ¤ »¨  › ∋  ?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë wIOIŠ œbŽ błu¹

 ›»¨  ¤ vKŽ ÎöB²� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈ t½√ W¹dEM�« b�Rð

 ÊU� Í√ ©»®‚ Ω ©  ® ‚ ÊU�Ë ¨¤ »  ̈   › vKŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� Ë

 ©©»®‚ ¨»®  ̈©©  ® ‚  ̈  ® 5²DIM�« bMŽ Ê«d²�ô« vM×M* lÞUI�«

 YO×Ð ¤»¨  › …d²H�« w� ?ł  q�_« vKŽ WLO� błu¹ t½S� ¨ÎUOI�√

ÆÎUOI�√ ©©?ł®‚ ¨ ?ł® WDIM�« bMŽ Ê«d²�ô« vM×M* ”UL*« ÊuJ¹

Æ©≥≠≥® qJA�« dE½«

’

”

           
 
?ł          »

wI�√ ”UL*«

©©  ®‚¨  ® wI�√ lÞUI�«
©©»®‚¨»®

©≥≠≥® qJA�«
 

©¥® ‰U¦�

Æ ›π≤¨∞¤  …d²H�« vKŽ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ ”U²ł´”Uł Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« Ê√ 5Ð  

ÆW¹dEM�« U¼œb% w²�« ?ł rO�Ø WLO� błË√ rŁ  

∫W¹d?EM�« ◊Ëdý w� Y×³�«    ∫ÎôË√      

 ÆUNð«– …d²H�« vKŽ 5KB²� 5½«d²�« ŸuL−� t½_  ›π≤¨∞¤ vKŽ qB²� ‚  √  

ÆUNð«– …d²H�« vKŽ ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« ŸuL−� t½_ ¤ π ≤¨∞› vKŽ ‚UI²ýö� qÐU� ‚  »  

±Ω  π≤U²ł´ π≤Uł Ω ©π ≤®‚   ̈  ±Ω∞U²ł´∞Uł Ω ©∞®‚  ?ł
 

©π≤®‚ Ω ©∞®‚ Ê√ Í√   

Æ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ ‚  ∴  

 dH� Ω ©?ł® Ó‚    ∫ÎUO½UŁ      

¤π≤¨∞› ∋  ”¨”Uł≠”U²ł Ω ©”®Ó‚ Ê≈ YOŠË   

π ≤ >  ?ł  > ∞ ¨  ∞ Ω ?łUł ≠ ?łU²ł Ω ©?ł® Ó‚  ∴  



±±≤

?łU²ł Ω ?łUł  ∴  

± Ω ?łUþ  ∴  

 ¤π≤¨∞› ∋   π  
μ

¥
  ¨  

π
¥

 Ω ?ł  ∴  

©μ® ‰U¦�

 rŁ ¨©¥≠≥® qJA�« w� 5K¦L*« 5½«d²�ô« s� q� w� ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý oI×²ð ô «–U* 5Ð  

ÆdH� Ω ©?ł® Ó‚ Ê≈ YO×Ð  ¤ »¨   › ∋  ?ł błuð ULNM� Í√ w� 5Ž

 

’

”

  »

©”®
≤
‚

»
         

’

”

  »

√

©”®
±
‚

©¥≠≥® qJA�«

 Ê_  ‰Ë—  W¹dE½  ◊Ëd??ý  oI×¹  ô  ©”®
±
‚  Ê«d²�ô«  

 ¤ »¨  › ∋  ?ł błuð p�– l�Ë ¨©»®‚ ≠ ©  ®‚

ÆdH� Ω ©?ł® Ó‚ Ê≈ YO×Ð

Æ©μ≠≥® qJA�« kŠô  

’

”

 ?ł  »

©”®
±
‚

©μ≠≥® qJA�«

 dOž t½_ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ ô ©”®
≤
‚ Ê«d²�ô«  

 W¹Ë«e�«  ”√— k??Šô® Æ¤  »¨  ›  vKŽ ‚UI²ýö�  qÐU�

 ¤ »¨  › ∋  ?ł błuð ôË ¨©bOŠË ”U2 błu¹ ô YOŠ

ÆdH� Ω ©?ł®Ó‚ Ê≈ YO×Ð

 Æ©∂≠≥® qJA�« kŠô   

’

”

  »

©”®
≤
‚

©∂≠≥® qJA�«



±±≥

©∂® ‰U¦�

∫W�œUFLK� Ê√  U³Łù u½«eKÐ W¹dE½ Âb�²Ý«  √  

  Æ  w� q�_« vKŽ Î«bŠ«Ë Î«—cł ∞ Ω± ´ ”±≥ ´
 μ”∂   

ÆbOŠË —c'« Ê√  U³Łù ‰Ë— W¹dE½ Âb�²Ý«  »  

Æ  ∋  ”  ¨ ± ´ ”±≥ ´
 μ”∂ Ω ©”®‚ sJO�  √  

V�UÝ —«bI� ¨ ±∏≠ Ω ±´©±≠®±≥´ 
μ
©±≠®  ∂ Ω ©±≠® ‚   

Vłu� —«bI�  ¨    ±   Ω ©∞®‚             

Æ œËbŠ dO¦� t½_  ›∞¨±≠¤ vKŽ qB²� ©”®‚   

Æu½«eKÐ W¹dE½ ◊Ëdý o³DMð  ∴  

∞ Ω ©?ł®‚ Ê≈ YO×Ð ¤∞¨ ±≠› ∋  ?ł błuð  ∴  

¤∞¨ ±≠› …d²H�« w� q�_« vKŽ bŠ«Ë —cł ∞ Ω±´”±≥´
μ”∂ W�œUFLK� błu¹ t½√ Í√   

≤
 ?ł > 

±
 ?ł  Ê√Ë  

≤
 ?ł¨

±
 ?ł s¹—cł œułË ÷d²H½ bOŠË —c'« Ê√  U³Łù  »  

dH� Ω ©
≤
 ?ł®‚ Ω ©

±
 ?ł®‚  ∴  

œËbŠ dO¦� t½_ ¤
≤
 ?ł¨

±
 ?ł› vKŽ ‚UI²ýö� qÐU�Ë ›

≤
 ?ł¨

±
 ?ł¤ vKŽ qB²� ‚ Ê≈ YOŠË   

Æ¤
≤
 ?ł¨

±
 ?ł› ∋  œ q�ô« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË Z²M¹Ë ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý o³DMð  ∴  

 ±≥ ´ 
¥”≥∞ Ω ©”®Ó‚ sJ� ¨  ∞ Ω ©œ® Ó‚ Ê≈ YO×Ð   

 Ê_ WOIOI(« œ«bŽ_« WŽuL−� w� qŠ UN� fO� W�œUF*« Ác¼ sJ�Ë  ¨ ∞ Ω ±≥ ´
 ¥

œ ≥∞  ∴  

ÆÎULz«œ Vłu� s1_« ·dD�«   

 Æ‰Ë— W¹dE½ l� i�UM²¹ «c¼Ë  ¨ ∞ Ω ©œ® Ó‚ YO×Ð  ¤
≤
 ?ł¨

±
 ?ł› ∋  œ błuð ô  ∴  

ÆbOŠË —c'« Ê√ Í√ ª`O×� dOž 
 ≤

 ?ł¨
±
 ?ł s¹—cł œułuÐ ÷dH�«  ∴  

©∑® ‰U¦�

¤»¨  › vKŽ ‚UI²ýö� 5KÐU�Ë ›»¨  ¤ vKŽ 5KB²� 5½«d²�« ©”®„ ¨©”®‚ ÊU� «–≈   

q�_« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË X³ŁQ�¨©»®„ Ω ©»®‚ ¨©  ®„ Ω ©  ®‚ ÊU�Ë   

Æ©?ł®Ó„ Ω ©?ł® Ó‚ Ê≈ YO×Ð¤»¨  › ∋  ?ł   



±±¥

 ©”®?¼  Ê«d??²�ô«  Êu?J¹  ¨›»¨   ¤  vKŽ  ©”®„  ≠  ©”®‚  Ω  ©”®???¼  Ê«d??²�ô«  n¹d?F²Ð  

 ‚UI²ýö� ÎöÐU� ©”®?¼ Ê«d²�ô« ÊuJ¹Ë ¨5KB²� 5½«d²�« ‚d� t½_ ›»¨  ¤ v?KŽ Îö??B²�

 Æ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« ‚d� t½_ ¤»¨  ›  vKŽ

©  ®„ Ω ©  ®‚ Ê_ ¨  dH� Ω ©  ®„≠©  ®‚ Ω ©  ®?¼ p�c�   

©»®„ Ω ©»®‚ Ê_ ¨ dH� Ω ©»®„≠©»®‚ Ω ©»®?¼ ÎUC¹√Ë   

©»®?¼ Ω ©  ®?¼  ∴  

›»¨  ¤ …d²H�« w� ©”®?¼ Ê«d²�ô« vKŽ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý o³DMð  ∴  

∞ Ω ©?ł® Ó ?¼  YO×Ð ¤»¨  › ∋  ?ł błuð  ∴  

   ∞ Ω ©?ł®Ó„ ≠ ©?ł® Ó‚  ∴  

Æ©?ł®Ó„ Ω ©?ł® Ó‚  ∴  

©±≠≥® s¹—U9

 rO� ØWLO� 5Ž rŁ ¨ …UDF*« …d²H�« vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ WOðü«  U½«d²�ô« s� Îö� Ê√ 5Ð  ±

 ∫ W�UŠ q� w� W¹dEM�« UNMOFð w²�« ?ł

›¥ ¨ ±¤ …d²H�« vKŽ      ”¥≠   ”  √ ≥ Ω ©”®‚   √    

› π¨ ∞¤ …d²H�« vKŽ      ”≤U²ł≠”Uł≤Ω ©”®‚   »    

›≤ ¨ ±≠¤ …d²H�« vKŽ             ∂≠”≠
≤”  Ω ©”®‚   ?ł    

 w²�« ?ł rO�ØWLO� 5Ž rŁ ¨ …UDF*« …d²H�« vKŽ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹ WOðü«  U½«d²�ô« s� Îö� Ê√ 5Ð  ≤

 ∫ W�UŠ q� w� W¹dEM�« UNMOFð

›≤ ¨ 
±

≤
 ¤ …d²H�« vKŽ   

±

”
  ´ ” Ω ©”®‚   √    

   ›
π ≥

≤

 ¨ 
π
≤

¤ …d²H�« vKŽ     ”U²ł Ω ©”®‚   »    

›±¨±≠¤ …d²H�« vKŽ   
±≠

≤”

≤≠
”

  Ω ©”®‚   ?ł    

∞  Ω  ”   ̈           ≥  

±  >  ”  >  ∞   ̈   ?ł´”≥´ 
≤”≠  

≤  ≥  ”  ≥  ±   ̈       » ´ ”   

  Ω  ©”®‚   Ê«d²�ô« qF& w²�«  ?ł¨»¨  XÐ«u¦�« bł  ≥



±±μ

  

Æ›≤ ¨ ∞¤ …d²H�« vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ ◊Ëdý oI×¹    

≥≠ ±≠”≤  Ω©”®‚ sJO�  ¥

ø›≤ ¨ ±≠¤ …d²H�« vKŽ ‚ Ê«d²�ô« UNII×¹ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý s� Í√   √    

ø ∞ Ω ©?ł® Ó‚ YO×Ð ¤≤ ¨ ±≠› ∋  ?ł błuð q¼   »    

±  <  ”   ̈   ∂´”¥≠
≤”  

  ±  ≥  ”   ̈    ”¥≠∑        

  Ω  ©”®‚  sJO�  μ

ø›μ ¨±≠ ¤ …d²H�« w� ‚ Ê«d²�ô« UNII×¹ ‰Ë— W¹dE½ ◊Ëdý s� Í√   √    

ø ∞ Ω ©?ł® Ó‚ Ê≈ YO×Ð ¤ μ ¨ ±≠ › ∋  ?ł błuð q¼   »    

ø«–U* ø ‰Ë— W¹dE½ l� ©»®¨ ©  ® w�  UÐUłù« ÷—UF²ð q¼   ?ł    

ÆjI� Î«bŠ«Ë ÎUOIOIŠ Î«—cł    ∞ Ω ∏ ≠ ”≥≥ ´ 
≤”π ´ 

≥” ∫ W�œUFLK� Ê√ X³Ł√  ∂

Æ 5HK²�� 5OIOIŠ s¹—cł s� d¦�√  ∞ Ω±∞∞≠
≤”∑´

¥”∂ W�œUFLK� ÊuJ¹ Ê√ sJ1 ô t½√ X³Ł√  ∑

vKŽ ÎU�dF�  
≥” Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« vKŽ WDÝu²*« WLOI�« W¹dE½ Âb�²ÝU� 5OIOIŠ s¹œbŽ   »¨  ÊU� «–≈  ∏

≤
?ł≥ Ω

 ≤
» ´ »  ´

 ≤
   YO×Ð ¤ »¨  ›    ?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë wIOIŠ œbŽ œułË  U³Łù ›»¨  ¤    

 œbŽ œułË X³ŁQ� »  >  ?ł  >   YOŠ ©?ł®‚ Ω ©»®‚ Ω ©  ®‚ ÊU�Ë ¨œËbŠ dO¦� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈  π

Æ ∞Ω © œ ® Î‚ YO×Ð   ¤ »¨  › ∋   œ q�_« vKŽ bŠ«Ë wIOIŠ

 Æ©± ¨ ≥® ¨ © μ ¨ ≤® ¨ ©≥ ¨ ±® ◊UIM�UÐ ÁUM×M� d1 œËbŠ dO¦� Ê«d²�« ©”®‚  ±∞

∞ < ©
± 

?ł® ÓÓ‚ YO×Ð ¤ ≤ ¨ ± › …d²H�« ∋  
± 

?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË X³Ł√   √    

∞ > ©
≤ 

?ł® ÓÓ‚ YO×Ð ¤ ≥ ¨ ≤ › …d²H�« ∋  
≤ 

?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË X³Ł√   »    

∞ Ω ©?ł® ÓÓ‚ YO×Ð ¤ ≥ ¨ ± › …d²H�« ∋  
    

?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË X³Ł√   ?ł    



±±∂

(Increasing and Decreasing Functions) WB
UM²*«Ë …b¹«e²*«  U½«d²
ô« ≤≠≥

 vM×M� „uKÝ n�u� ¨XÐUŁË ¨h�UM²�Ë ¨b¹«e²�  ULK� Âb�²	½ ·uÝ

 ¨5LO�« v�≈ —U	O�« s� ÁUM×M� vKŽ WDI½ „d×²ð U�bMŽ t�U−� vKŽ ©”®‚ Ê«d²�ô«

 …d²H�« vKŽ h�UM²� t½≈ ‰UI¹ ©∑≠≥® qJA�UÐ ÎUO½UOÐ q¦L*« ©”®‚ Ê«d²�ô« Îö¦L�

Æ¤∞¨≤¤ vKŽ XÐUŁË  ›≤¨±¤ …d²H�« vKŽ b¹«e²�Ë ¨›±¨∞≠›
”

±  ≤

’

h�UM²�

b¹«e²�

XÐUŁ

©∑≠≥® qJA�«

Æ©”®‚ Ê«d²�ö� h�UM²�«Ë  b¹«e²�« vMF� ÎUO{U¹— nB¹ w�U²�« n¹dF²�«

      ∫n¹dFð

∫·  …d²H�« vKŽ ·dF*« ©”®‚ Ê«d²�ô« Ê≈ ‰UI¹    

∫w�U²�« ◊dA�« oI% «–≈ · vKŽ b¹«e²�   ±

 ©±
”®‚ < ©≤

”®‚ ÊS�     ±
” < ≤

” ÊU� «–≈     ¨     · ∋  ≤
”¨±

” lOL'    

∫w�U²�« ◊dA�« oI% «–≈ · vKŽ h�UM²�   ≤

©±
”®‚ > ©≤

”®‚ ÊS�     ±
” < ≤

” ÊU� «–≈     ¨     · ∋  
≤
”¨±

” lOL'    

∫w�U²�« ◊dA�« oI% «–≈ · vKŽ XÐUŁ   ≥

©±
”®‚ Ω ©≤

”®‚     ¨     · ∋  ≤
”¨±

” lOL'    

©±® ‰U¦�

∫©π≠≥® ¨©∏≠≥® 5KJA�« w� ÎUO½UOÐ 5K¦L*« 5½«d²�ö� h�UM²�«Ë b¹«e²�«  ôU−� œbŠ  

”

’

©”®?¼

”

’

©”®‚

©π≠≥® qJA�« ©∏≠≥® qJA�«



±±∑

∫Ê√ kŠö½ ©”® ?¼ ¨ ©”®‚ 5½«d²�ô« s� qJ� w½UO³�« qO¦L²�« s�  

Æ  vKŽ b¹«e²� ©”®‚ Ê«d²�ô«  √  

Æ¤∞¨∞¤ …d²H�« vKŽ b¹«e²�Ë ›∞¨ ∞≠ › …d²H�« vKŽ h�UM²� ©”® ?¼ Ê«d²�ô«  »  

∫WB
UM²*«Ë …b¹«e²*«  U½«d²
ö� v�Ë_« WI²A*« —U³²š«

 Ê√Ë ¨›»¨  ¤  vKŽ Î«b¹«e²�  ÎU½«d²�«  ©±∞≠≥® qJA�«  w�  kŠö½

 ÁU&ô« l� …œUŠ W¹Ë«“ lMB¹ ¤»¨  › ∋  WDI½ W¹√ bMŽ vM×MLK� ”UL*«

ÆÎU³łu� ÊuJ¹ ”UL*« qO� Ê√ Í√ ¨ UMO	�« —u; Vłu*«
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…œUŠ

©±∞≠≥® qJA�«

 

 ¨›»  ̈  ¤ …d?²H�« vKŽ ÎU??B�UM²� ÎU½«d²�« ©±±≠≥® qJA�« w� k?Šö½Ë

 l� WłdHM� W¹Ë«“ lMB¹ ¤»¨  › ∋  WDI½ W¹√ bMŽ vM×MLK� ”UL*« Ê√ Ë

ÆÎU³�UÝ ÊuJ¹ ”UL*« qO� Ê√ Í√ ¨ UMO	�« —u; Vłu*« ÁU&ô«
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©±±≠≥® qJA�«

 

 ¨›» ¨  ¤ …d?²H�« vKŽ ÎU??²ÐUŁ ÎU½«d²�« ©±≤≠≥® qJA�« w� k?Šö½ ULMOÐ

  Ê√  Í√  ¨ÎUOI�√  ÊuJ¹  ¤»¨   ›∋  WDI½  W¹√  bMŽ  vM×MLK�  ”UL*«  Ê√Ë

Æ∞ Ω ©”®Ó‚

 Ê«d²�ô« «c¼ WFO³Þ œb% Ê«d²�ö� v�Ë_« WI²A*« …—Uý≈ Ê√ wMF¹ «c¼Ë

 ∫WO�U²�« W¹dEM�« ÊuLC� u¼ «c¼Ë ¨ÎU²ÐUŁ Ë√ ÎUB�UM²� Ë√ Î«b¹«e²�
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©±≤≠≥® qJA�«

      ∫W¹dE½

∫t½S� ¤»¨  › vKŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU�Ë ›»¨  ¤ vKŽ ÎöB²� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈

Æ›»¨  ¤    vKŽ b¹«e²� Ê«d²�« ©”®‚ ÊS�    ¤ »¨  › ∋  ” lOL'    ∞ <  ©”®Ó‚ X½U� «–≈   ±

Æ›»¨  ¤ vKŽ h�UM²� Ê«d²�« ©”®‚ ÊS�    ¤ »¨  › ∋  ” lOL'    ∞ >  ©”®Ó‚ X½U� «–≈   ≤

Æ›»¨  ¤      vKŽ XÐUŁ Ê«d²�« ©”®‚ ÊS�    ¤ »¨  › ∋  ” lOL'    ∞ Ω  ©”®Ó‚ X½U� «–≈   ≥



±±∏

©≤® ‰U¦�

  ∋  ”  ̈ ≤ ´ ”≥ ≠
 ≥” Ω ©”®‚ Ê«d²�ö� h�UM²�«Ë b¹«e²�«  «d²� 5Ž  

  vKŽ ‚UI²ýö� qÐU�Ë qB²� uN� œËbŠ dO¦� Ê«d²�« ©”®‚  

  ≥ ≠
 ≤”≥ Ω ©”®Ó‚   

∫©”®Ó‚ …—Uý≈ w� Y×³½   

±≠¨±Ω” U�bMŽ    ∞ Ω ≥ ≠
 ≤”≥ Ω  ©”®Ó‚   

      ©”®Ó‚ …—Uý≈ 5³¹ ©±≥≠≥® qJA�«   

±≠ > ” Ë√ ± < ” U�bMŽ W³łu� ©”®Ó‚ Ê√ U0   
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©”®Ó‚ …—Uý≈

” ±≠ ±

≠≠≠

©”®‚ „uKÝ

´´´ dH� dH�

©±≥≠≥® qJA�«

 ¤∞¨±¤ …d²H�« vKŽ b¹«e²� ©”®‚  ∴  

      ›±≠¨∞≠›  …d²H�« vKŽ p�c�Ë   

±  > ” > ±≠ U�bMŽ W³�UÝ©”®Ó‚ Ê√ U0Ë   

Æ›±¨±≠¤ …d²H�« vKŽ h�UM²� ©”®‚  ∴  

©≥® ‰U¦�

Æt�U−� vKŽ  

± ´ 
≤”

”
  Ω ©”®‚ Ê«d²�ö� h�UM²�«Ë b¹«e²�«  «d²� 5Ž   

 vKŽ qB²� uN� ÎULz«œ Vłu� t�UI� w³	½ Ê«d²�« ©”®‚  
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©±¥≠≥® qJA�« ¤ ±≠ ¨ ∞ ≠ › …d²H�« w�   ∞ > ©”®Ó‚   

¤ ∞ ¨ ± › …d²H�«  vKŽ  p�c�Ë   

 ¤ ∞ ¨± ¤ …d²H�« vKŽ p�c�Ë    ›±≠ ¨ ∞ ≠ ›  …d²H�« vKŽ h�UM²� ©”®‚  ∴  

¤ ± ¨ ±≠ › …d²H�« w�   ∞ < ©”®Ó‚   

Æ›± ¨ ±≠¤ …d²H�« vKŽ b¹«e²� ©”®‚  ∴  
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©¥® ‰U¦�

Æ› π≤¨∞¤ …d²H�« vKŽ b¹«e²� ”Uł´” Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« Ê√ 5Ð   

Æ5KB²� 5½«d²�« ŸuL−� t½_ ›π≤¨∞¤ vKŽ qB²� ©”®‚  

‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« ŸuL−� t½_ ¤ π≤¨∞ › vKŽ ‚UI²ýö� qÐU� ©”®‚        

”U²ł ´ ± Ω  ©”®Ó‚   

∫©”®Ó‚ …—Uý≈ w� Y×³½   

∞ Ω ”U²ł ´ ± U�bMŽ   ∞Ω  ©”®Ó‚   
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Æ›π¨∞¤ vKŽ b¹«e²� ©”®‚  ∴  
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(Extreme Values)  Èu??BI�« r???OI�«   ≥≠≥

 ¨Ê«d²�ô« vM×M� vKŽ WF�«u�« ◊UIM�« Ê√ bM³�« «c¼ w� b−MÝË ¨UNB�UMðË  U½«d²�ô« b¹«eð oÐU	�« bM³�« w� UMÝ—œ

 WOÝUÝ√ ◊UI½ w¼ ¨b¹«e²� v�≈ h�UM²� s� fJF�UÐ Ë√ ¨h�UM²� v�≈ b¹«e²� s� t�uKÝ vM×M*« U¼bMŽ dOG¹ w²�«Ë

 tłË vKŽ U¼bMŽ Ê«d²�ô« c�²¹ ◊UI½ UN½√ UL� ªtBzUBš ·dFðË ¨Ê«d²�ô« vM×M* ÂUF�« qJA�« rÝ— w� Î«dO¦� bŽU	ð

ÆÎUIŠô ÈdMÝ UL� WOKLF�«  UIO³D²�« s� dO¦� w� W�Uš WOL¼√  «– wN� w�U²�UÐË ªÈdG� Ë√ vLEŽ ÎULO� ÂuLF�«
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 WLO� Ê√ kŠö½ Æ›»  ̈  ¤  …d²H�« vKŽ ·dF*« ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M� ÁöŽ√ w� ÂuÝd*« ©≤≤≠≥® qJA�« 5³¹

 ‰uI½ p�c� ¨UNM� ÎUO�U� ÎUÐd� W³¹dI�«Ë ±
”  ?� …—ËU−*« ” rO� lOL' Ê«d²�ö� Èdš√ WLO� Í√ s� d³�√ ±

” bMŽ Ê«d²�ô«

 WOK×� vLEŽ  WLO� ©”®‚ Ê«d²�ö� ÊuJ¹ q¦*UÐ ª©±
”®‚ w¼ 

±
” bMŽ WOK×� vLEŽ WLO� ©”®‚ Ê«d²�ö� Ê≈

 Ê«d²�ô« ‰U−� w� ” rO� lOL' Ê«d²�ô« WLO� s� d³�√ ©≥
”®‚ WOK;« vLEF�« WLOI�« Ê√ U0Ë ¨≥

” Ω ” bMŽ

ÆÊ«d²�ö� WIKD� vLEŽ WLO� ÎUC¹√ vL	ð UN½S�
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”  ?� …—ËU−*« ” rO� lOL' Ê«d²�ö� Èdš√ WLO� Í√ s� dG�√ ≤

” bMŽ Ê«d²�ô« WLO� Ê√ ÎUC¹√ qJA�« 5³¹Ë
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ÆÊ«d²�ö� WIKD� ÈdG� WLO�
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Ê«d²�ô« vM×M� oI×¹ YO×Ð œ¨?ł¨»¨  XÐ«u¦�« błË√  ∂

∫ÎUF� WO�U²�« ◊ËdA�« œ ´” ?ł´
≤”»´

≥”  Ω ©”®‚    

¥ Ω ”  bMŽ WłdŠ WDI½ t�   »         q�_« WDIMÐ d1   √    

∞ Ω ∑ ´ ’ ≠ ”π ∫w¼ tOKŽ ©©±®‚¨±® WDIM�« bMŽ vM×MLK� ”UL*« W�œUF�   ?ł    

 bMŽ WOK×� ÈdG� WLO�Ë ¨  Ω ” bMŽ WOK×� vLEŽ WLO� t�Ë ¨  vKŽ ·dF� œËbŠ dO¦� Ê«d²�« ©”®‚  ∑

 ¤»¨  › ∋  ?ł q�_« vKŽ bŠ«Ë œbŽ œułË X³Ł√ ¨©”®Ó‚ Ê«d²�ô« vKŽ ‰Ë— W¹dE½ oO³D²Ð Æ» Ω ”

Æ ∞ Ω ©?ł® Î‚ YO×Ð

∫WOðü«  U½«d²�ô« s� qJ� © błË Ê≈® WIKD*« ÈuBI�« rOI�« 5Ž  ∏

›¥¨±¤ ∋  ” ¨  ±∞´”∂´
≤”  

≤

μ
  ≠

 

≥

≥”
  Ω©”®‚   √    

∏ ≥ ” ≥ ±≠    ¨        ”  
≥√   Ω  ©”®‚   »    

± > ” ≥ ∞   ̈       ”  

≥ ≥ ” ≥ ±   ̈    ̧≤ ≠ ”¸  

   Ω  ©”®‚   ?ł    



±≥μ

(Concavity & Points of Inflection) ·UDF½ô« jI½Ë dFI²�«   ¥≠≥

 b¹«e²� Ê«d²�« 
≥” Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« Ê√ —ËU−*« ©≥≤≠≥® qJý `{u¹

 ÁU&« sŽ nK²�¹ ∞ Ω ” q³� vM×M*« ”uIð ÁU&« Ê√ kŠö¹ sJ�Ë ª  vKŽ

 Æ∞ Ω ” bFÐ tÝuIð

 X%  lI¹  vM×M*«  Ê√  kŠö½  ¨  ∞  >  ”  U�bMŽ  Í√  v�Ë_«  W�U(«  w�

 ¨ ∞  <  ” U�bMŽ Í√  ¨WO½U¦�«  W�U(«  w�  U�√  ª¡e'«  «c¼ w� tðUÝU2 lOLł

Æ¡e'« «c¼ w� tðUÝU2 lOLł ‚u� lI¹ v?M×M*« ÊS�

’

”

≥” Ω ’

©≥≤≠≥® qJA�«

∫n¹dFð

 Ác¼ w� tðUÝU2 lOLł ‚u� ÎUF�«Ë ÊU� «–≈ t�U−� s� …d²� w� vKŽú� dFI� t½≈ ©”®‚ Ê«d²�« vM×M* ‰UI¹

Æ…d²H�« Ác¼ w� tðUÝU2 lOLł X% ÎUF�«Ë ÊU� «–≈ t�U−� s� …d²� w� qHÝú� dFI� t½≈Ë ¨…d²H�«

 ©≥≥≠≥® qJA�« w� UL� ¨ 
≤” Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M� Îö¦L�

 qO�  Ê√  W�U(«  Ác¼  w�  kŠö½  Æ  t�U−�  vKŽ  vKŽú�  dFI�  vM×M�

 ÊS� w�U²�UÐË ªb¹«e²� Ê«d²�« ©”®Ó‚ Ê√ Í√ ¨” œU¹œ“UÐ b¹«e²¹ ”UL*«

ÆW³łu� ©”® Î‚

’

”

∞ > ©”®Ó‚

∞ Ω  ©∞®Ó‚

∞ < ©”®Ó‚

©≥≥≠≥® qJA�«

 ©≥¥≠≥® qJA�« w� UL�  ̈
≤”≠ Ω ©”®‚ vM×M� ÊS� ¨fJF�UÐË

 h�UM²¹ ”UL*« qO� Ê√ W�U(« Ác¼ w� kŠö½ Æ  vKŽ qHÝú� dFI�

 ©”®Î‚ ÊS� w�U²�UÐË ª  vKŽ h�UM²� Ê«d²�« ©”®Ó‚ Ê√ Í√ ¨” œU¹œ“UÐ

ÆW³�UÝ

’

”

∞ < ©”®Ó‚

∞ Ω  ©∞®Ó‚

∞ > ©”®Ó‚

©≥¥≠≥® qJA�«



±≥∂

©WO½U¦�« WI²AL�« Â«b
²ÝUÐ dFI²�« —U³²š«® ∫W¹dE½

 ∫t½S� ¤ »¨  › vKŽ 5²�dF� ©”®Î‚¨ ©”® Ó‚ X½U�Ë › »¨  ¤ vKŽ ÎöB²� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈

› »¨  ¤ …d²H�« w� vKŽú� Î«dFI� ÊuJ¹ ©”®‚ vM×M� ÊS� ¤ »¨  › ∋” lOL' ∞<©”®Î‚ X½U� «–≈   ±

› »¨  ¤ …d²H�« w� qHÝú� Î«dFI� ÊuJ¹ ©”®‚ vM×M� ÊS� ¤ »¨  › ∋” lOL' ∞>©”®Î‚ X½U� «–≈   ≤

©±® ‰U¦�

 ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M� UNO� ÊuJ¹ w²�«  «d²H�« 5Ž Æμ≠”≤≠
≤”∂´

≥” Ω ©”®‚ sJO�  

ÆqHÝú� Î«dFI� UNO� ÊuJ¹ w²�«  «d²H�«Ë ¨vKŽú� Î«dFI�

μ ≠ ”≤ ≠ 
≤”∂ ´

 ≥” Ω  ©”®‚  

≤ ≠ ”±≤ ´
 ≤”≥ Ω  ©”®Ó‚   

±≤ ´ ”∂ Ω  ©”® Î‚   

©”®Î‚ …—Uý≈

” ≤≠

≠≠≠ ´´´dH�

 vM×M� ”uIð

©”®‚

©≥μ≠≥® qJA�«

         ©≥μ≠≥® qJA�UÐ 5³� u¼ UL� ©”® Î‚ …—Uý≈   

 ≤≠ > ”   U�bMŽ  ∞ >  ©”® Î‚  

 ›≤≠¨∞≠› …d²H�« w� qHÝú� dFI� ©”®‚ vM×M�  ∴  

 ≤≠ < ”   U�bMŽ ∞ <  ©”® Î‚ Ê√ kŠö½ p�c�  

 ¤∞¨≤≠¤ …d²H�« w� vKŽú� dFI� ©”®‚ vM×M�  ∴  

 vL	²� ÁdFIð ÁU&« U¼bMŽ vM×M*« dOG¹ w²�« ©±μ¨≤≠® WDIM�« Í√ ©©≤≠®‚¨≤≠® WDIM�« U�√  

ÆÊ«d²�ô« vM×M* ·UDF½« WDI½

©·UDF½ô« WDI½® ∫n¹dFð

 d
]
Ož «–≈ Ê«d²�ô« vM×M* ·UDF½« WDI½ ©©?ł®‚¨?ł® WDIM�« vL	ð ª ?ł Ω ” bMŽ ÎöB²� ÎU½«d²�« ©”®‚ sJO�

ÆfJF�UÐ Ë√ qHÝ√ v�≈ vKŽ√ s� ª ?ł WDIM�« bMŽ ÁdFIð ÁU&« ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M�



±≥∑

ÆWHK²��  U½«d²�ô ·UDF½ô« WDI½ `{u¹ ©≥∂≠≥® qJA�«

vKŽ_ dFI�

qHÝ_ dFI�
·UDF½« WDI½

         

vKŽ_ dFI�qHÝ_ dFI�

·UDF½« WDI½
        

vKŽ_ dFI�

qHÝ_ dFI�

·UDF½« WDI½

©≥∂≠≥® qJA�«

∫WEŠö�

 ÎUO�U�  ÎUÞdý  fO�  «c¼  Ê√  ô≈  ª…œułu�  dOž  Ë√  Î«dH�  Ω  ©?ł® Î‚  ÊuJð  ©©?ł®‚¨?ł®·UDF½ô«  WDI½  bMŽ

 WDIM�« sJ�Ë ∞ Ω ©∞® Î‚ ◊dA�« oI×¹ ¨‰U¦*« qO³Ý vKŽ ¨
¥” Ω ©”®‚ Ê«d²�ôU� ¨·UDF½« WDI½ œułu�

Æ©p�– s� oI%® ¨ÎULz«œ vKŽú� dFI� t½_ 
¥” Ω Ê«d²�ô« vM×M* ·UDF½« WDI½ X	O� ©©∞®‚¨∞®

©≤® ‰U¦�

 qHÝ_«Ë vKŽú� dFI²�«  «d²�Ø …d²� błËQ� › π≤¨∞¤ ∋ ” ¨”Uł ≠ ” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  

Æ© błË Ê≈® ·UDF½ô« jI½ØWDI½ 5ŽË ¨‚ vM×M*

› π≤¨∞¤ ∋  ” ¨   ”Uł ≠ ” Ω ©”®‚  

”U²ł ≠ ± Ω ©”®Ó‚         

”Uł Ω ©”® Î‚   

©”®Î‚ …—Uý≈

” ∞

´´´

π
≠≠≠dH�

π ≤

 vM×M� ”uIð

©”®‚

©≥∑≠≥® qJA�«

      ©≥∑≠≥® qJA�« w� 5³� u¼ UL� ©”® Î‚ …—Uý≈   

¤ π¨∞ › ∋  ”    U�bMŽ    ∞<©”® Î‚   

› π¨∞ ¤ …d²H�« w� vKŽú� dFI� ‚ vM×M�  ∴  

¤ π≤¨π ›  ∋  ”    U�bMŽ   ∞ > ©”® Î‚   

› π≤¨π ¤ …d²H�« w� qHÝú� dFI� ‚ vM×M�  ∴  

 π Ω ” bMŽ qB²� ‚ Ê«d²�ô« Ê√ U0Ë   

U¼—«uł w� ÁdFIð ÁU&« dOG¹Ë   

Æ·UDF½« WDI½ ©π¨π® Ω ©©π®‚¨π® WDIM�«  ∴  



±≥∏

©≥® ‰U¦�

 WDI½Ë ©”®‚ vM×M* qHÝ_«Ë vKŽú� dFI²�«  ôU−� 5F� ¨¸π ≠ 
≤”¸ Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  

Æ© błË Ê≈® ·UDF½ô«

¸π ≠ 
≤”¸   Ω  ©”®‚  

≥≠ ≥ ”   ̈    π ≠ 
≤”  

≥ > ” > ≥≠   ̈    π ´ 
≤”≠  

≥ ≤ ”   ̈    π ≠ 
≤”  

  Ω       

≥≠ > ”   ̈      ”≤  

≥ > ” > ≥≠   ̈     ”≤≠  

≥ < ”   ̈      ”≤  

≥ ∓ Ω ”   ̈   …œułu� dOž  

  Ω  ©”®Ó‚   

≥≠ > ”   ̈        ≤  

≥ > ” > ≥≠   ̈       ≤≠  

≥ < ”   ̈        ≤  

≥ ∓ Ω ”   ̈   …œułu� dOž  

  Ω  ©”® Î‚   

 

©”®Î‚ …—Uý≈

”

´´´ ≠≠≠

≥≥≠

´´´

vM×M*« ”uIð

©≥∏≠≥® qJA�«

        ©≥∏≠≥® qJA�UÐ 5³� u¼ UL� ©”® Î‚ …—Uý≈   

≥ > ” > ≥≠   U�bMŽ   ∞ > ©”® Î‚   

›≥¨≥≠¤ …d²H�« w� qHÝú� dFI�  ©”®‚ vM×M�  ∴  

 ≥ < ” p�c�Ë ¨ ≥≠ > ”  U�bMŽ  ∞ < ©”®Î‚   

Æ›≥≠¨∞≠› …d²H�« w� vKŽú� dFI�  ©”®‚ vM×M�  ∴  

¤∞¨≥¤ …d²H�« w� p�c�Ë   

 ¨·UDF½«  WDI½  ©∞  ¨≥≠®  Ω  ©©≥≠®‚¨≥≠®  WDIM�«  

 ÁU&« vM×M*« dOG¹Ë ¨≥≠ Ω ” bMŽ qB²� ©”®‚ Ê_

©∞¨≥® Ω ©©≥®‚¨≥® WDIM�« p�c�Ë ¨UN�uŠ ÁdFIð

Ætð«– V³	K� WO½UŁ ·UDF½« WDI½  

Æ©”®‚ vM×M� q¦1 Íc�« ©≥π≠≥® qJA�« dE½«  

”

’

≥≠

π

≥

©≥π≠≥® qJA�«



±≥π

©¥® ‰U¦�

qB²*« Ê«d²�ö� ©”® Î‚ vM×M� ©¥∞≠≥® qJA�« q¦1  

Æ›¥¨ ≥≠¤ …d²H�« vKŽ ©”®‚  

Æ©”®‚ vM×M* qHÝú�Ë vKŽú� dFI²�«  ôU−� 5Ž  √  

Æ© błË Ê≈®·UDF½ô« jI½Ø WDI½ 5Ž  »  

”

©”®Î‚ Ω ’

≥≠ ¥

©¥∞≠≥® qJA�«

©”® Î‚ …—Uý≈ `{u¹ ©¥±≠≥® qJA�«  

 ¤∞¨ ≥≠› …d²H�« vKŽ ∞ < ©”® Î‚  √  

 ›∞¨ ≥≠¤ …d²H�« vKŽ vKŽú� dFI� ©”®‚ vM×M�  ∴  

¤¥¨∞› …d²H�« vKŽ  ∞ > ©”® Î‚   
©”®Î‚ …—Uý≈

” ≥≠

´´´

vM×M*« ”uIð

∞

≠≠≠≠≠

¥

∞

©¥±≠≥® qJA�«

       ›¥¨∞¤ …d²H�« vKŽ qHÝú� dFI� ©”®‚ vM×M�  ∴  

∞ Ω ” bMŽ qB²� ‚ Ê_ ·UDF½« WDI½ ©©∞®‚¨∞® WDIM�«  »  

ÆU¼bMŽ ÁdFIð ÁU&« vM×M*« dOG¹Ë   

©μ® ‰U¦�

∫błËQ�   ̈  ∞  ≠ ”  ¨ ”

±
  ´ ” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  

Æ‚ vM×M* qHÝú� Ë vKŽú� dFI²�«  «d²�  √  

Æ błË Ê≈ ·UDF½ô« jI½Ø WDI½  »  

≤ ≠” ≠ ± Ω  
≤”

±
   ≠± Ω ©”®Ó‚  

 
≥”

≤
  Ω 

≥ ≠”≤ Ω ©”® Î‚   

©”®Î‚ …—Uý≈

”

≠≠≠

∞

´´´

vM×M*« ”uIð

©¥≤≠≥® qJA�«

       ©¥≤≠≥® qJA�« w� 5³� u¼ UL� ©”® Î‚ …—Uý≈   

 ¤∞¨∞› …d²H�« vKŽ ∞ < ©”® Î‚   

¤∞¨∞› …d²H�« vKŽ vKŽú� dFI� ‚ vM×M�  ∴  

 ¤∞¨∞≠› …d²H�« vKŽ U�bMŽ ∞ > ©”® Î‚   

 ¤∞¨∞≠› …d²H�« vKŽ qHÝú� dFI� ©”®‚ vM×M�  ∴  

 ÎU�dF� fO� t½_ ∞ Ω ” bMŽ qB²� dOž Ê«d²�ô« sJ�Ë  ̈∞ Ω ” —«uł w� ÁdFIð dOG¹ vM×M*«  

ÆÊ«d²�ô« vM×M* ·UDF½« WDI½ W¹√ Ê–≈ błuð ö� ªU¼bMŽ



±¥∞

(Second Derivative Test) ÈuBI�« rOI�« 5OFð w� WO½U¦�« WI²A*« —U³²š«

 WO½U¦�« WI²A*« Â«b�²Ý« sJL*« s�Ë ª U½«d²�ö� ÈuBI�« rOI�« 5OF²� v�Ë_« WI²A*« ÎUIÐUÝ UM�b�²Ý« b� UM�

ÆÎ«dH� ÍËU	ð U¼bMŽ v�Ë_« WI²A*« YOŠ Włd(« WDIM�« bMŽ UNð«– W¹UGK�

∫W¹dE½

∫t½S�  ∞ Ω ©?ł® Ó‚ ÊU�Ë ¨ ?ł Íu% WŠu²H� …d²� vKŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®‚ ÊU� «–≈

ÆWOK×� vLEŽ WLO� ©?ł®‚ ÊS� ∞ > ©?ł® Î‚ ÊU� «–≈   ±

ÆWOK×� ÈdG� WLO� ©?ł®‚ ÊS� ∞ < ©?ł® Î‚ ÊU� «–≈   ≤

 ¨ ∞ Ω ©?ł® Ó‚ YOŠ ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M� ©¥≥≠≥® qJA�« `{u¹

 ?ł —«uł w�  UÝUL*« Ê√ Í√ ∞ > ©?ł® Î‚ ¨wI�√ ?ł bMŽ ”UL*« Ê√ Í√

ÆWOK×� vLEŽ WLO� ©?ł®‚ Ê√ wMF¹ U2 vM×M*« ‚u� lIð

’

”

∞ Ω  ©?ł®Ó‚

?ł

©¥≥≠≥® qJA�«

ÆWO½U¦�« W�U(« `O{uð sJ1 q¦*UÐË

©∂® ‰U¦�

∫Ê«d²�ö� ÈuBI�« rOI�« 5OFð w� WO½U¦�« WI²A*« Âb�²Ý«  

  ∋  ”   ̈    ¥∏ ´  ”≤∑ ≠ 
≥” Ω ©”®‚  

¥∏ ´ ”≤∑ ≠
 ≥” Ω ©”®‚  

≤∑ ≠ 
≤”≥ Ω ©”®Ó‚   

”∂ Ω ©”® Î‚   

∞ Ω ©”®Ó‚ YOŠ Włd(« jIM�«   

∞ Ω ≤∑ ≠ 
≤”≥   

≥ ∓ Ω ” UNM�Ë   

≥ Ω ” YOŠ Włd(« WDIMK� WO½U¦�« WI²A*« —U³²š«  √  

∞ < ±∏ Ω ≥ × ∂ Ω ©≥® Î‚   



±¥±

WOK×� ÈdG� WLO� WDI½ ©∂≠ ¨ ≥® Ω ©©≥®‚ ¨ ≥®  ∴  

≥ ≠ Ω ” YOŠ Włd(« WDIMK� WO½U¦�« WI²A*« —U³²š«  »  

∞ < ±∏≠ Ω ≥≠ × ∂ Ω ©≥≠® Î‚   

WOK×� vLEŽ WLO� WDI½ ©±∞≤ ¨ ≥≠® Ω ©©≥≠®‚ ¨ ≥≠®  ∴  

∫WEŠö�

Æv�Ë_« WI²A*« —U³²š« v�≈ œuF½ czbMŽË ªqAH¹ WO½U¦�« WI²A*« —U³²š« ÊS� ¨…œułu� dOž Ë√ ¨ ∞ Ω ©?ł® Î‚ X½U� «–≈

©∑® ‰U¦�

ÆÊ«d²�ö� WOK;« ÈuBI�« rOI�« błË√     ∋  ”   ̈   
¥” Ω ©”®‚ sJO�  

≥”¥ Ω ©”®Ó‚  

∞ Ω ”   ⇐   ∞ Ω ©”®Ó‚   

∞ Ω ” bMŽ …bŠ«Ë WłdŠ WDI½ ©”®‚ Ê«d²�ö�  ∴  

≤”±≤ Ω ©”® Î‚   

`{«u�« s�Ë ¨v�Ë_« WI²A*« —U³²šô œuF½ «c�Ë ¨qAH¹ WO½U¦�« WI²A*« —U³²š«    ⇐    ∞ Ω ©∞® Î‚  ∴  

∞ Ω ” —«uł w� ” rO� œU¹œ“UÐ W³łu� v�≈ W³�UÝ s� UNð—Uý≈ dOGð v�Ë_« WI²A*« Ê√   

∞ Ω ©∞®‚ ÍËU	ðË ∞ Ω ” bMŽ WOK×� ÈdG� WLO� ©”®‚ Ê«d²�ö�  ∴  

©¥≠≥® s¹—U9

∫WOðü«  U½«d²�ô« s� qJ�  błË Ê≈ ·UDF½ô« jI½ØWDI½Ë qHÝú�Ë vKŽú� dFI²�«  «d²�Ø…d²� 5Ž  ±

”

±
  Ω ©”®‚   »           

≤” 
≤

±
  ≠ 

¥”

 ¥

±
  Ω ©”®‚   √    

¤ 
≤

π
 ¨ 

≤

π≠
 › ∋” ¨ ≤≠”Uþ Ω ©”®‚   œ     › π≤¨ ∞¤ ∋” ¨ ”U²ł ´ ”Uł Ω ©”®‚   ?ł    

∫5Oðü« 5½«d²�ô« s� qJ� ÈuBI�« rOI�« 5OF²� WO½U¦�« WI²A*« —U³²š« Âb�²Ý«  ≤

 
”

≤∑
  ≠ 

≤” Ω ©”®‚   »              
¥”≤ ≠ 

≤”∏ Ω ©”®‚   √    



±¥≤

ø   WLO� UL� ¨ 
≤≠” ´

 ≤”  Ω ©”®‚ Ê«d²�ö� ·UDF½« WDI½ ©©±®‚ ¨ ±® WDIM�« X½U� «–≈  ≥

∫5²Oðü« 5²�U(« s� q� w� »¨   5²ÐU¦�« błËQ� μ ´ ”» ´ 
≤”   ´ 

≥” Ω©”®‚ ÊU� «–≈  ¥

Æ≥ Ω ” bMŽ WOK×� ÈdG� WLO�Ë  ̈±≠ Ω ” bMŽ WOK×� vLEŽ WLO� ©”®‚ Ê«d²�ö�   √    

Æ± Ω ” bMŽ ·UDF½« WDI½Ë ¨  ¥ Ω ” bMŽ WOK×� ÈdG� WLO� ©”®‚ Ê«d²�ö�   »    

∫Ê√ XLKŽ «–≈ Æ©”®Î‚ vM×M� q¦1 —ËU−*« qJA�«  μ

∫błËQ�  ∂¨±≠ Ω ”  bMŽ w¼ ©”®‚ Ê«d²�ö� Włd(« ◊UIM�«    

©”®‚ Ê«d²�ö� qHÝú�Ë vKŽú� dFI²�«  «d²�   √    

©”®‚ Ê«d²�ö� WOK;« ÈuBI�« rOI�« jI½   »    

©”®‚ Ê«d²�ö� ·UDF½ô« jI½ØWDI½   ?ł    

”

©”®Î‚

¥≤≠

Æ
º
±≥μ ÍËU	¹ 

± ≠ 
≤”

”

  Ω ©”®‚ Ê«d²�ö� ·UDF½ô« WDI½ bMŽ ”UL*« qO� W¹Ë«“ ”UO� Ê√ X³Ł√  ∂

Æ©”®‚ vM×M* ·UDF½ô« jI½ØWDI½ błËQ� 
π ´ 

≤”

”
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øsJ1 U� d³�√ ‚ËbMB�« WFÝ X½U� «–≈  UFÐd*« Ác¼ s�

 vDF�  j)« «c¼ vKŽ ©Ë® W²ÐUŁ WDI½ sŽ —U²�ôUÐ ©·® U¼bFÐ ÊuJ¹ YO×Ð rOI²	� jš vKŽ W¹œU� WDI½ „d×²ð  ¥

ÆsJ1 U� dG�√ WŽd	�« tO� ÊuJð Íc�« s�e�«  bł Æw½«u¦�UÐ s�e�« Ê ¨ Ê±≤ ´ 
≤
Êπ ≠  

≥
Ê≤ Ω · ∫W�öF�UÐ

 WLOI²	*« lDI�« dB�√ u¼  UMO	�« —u×� vKŽ ©≥¨≤® WDIM�« s� ‰“UM�« œuLF�« Ê√ q{UH²�« Â«b�²ÝUÐ s¼dÐ  μ

Æ UMO	�« —u×�Ë ©≥ ¨ ≤® WDIM�« 5Ð qBð w²�«

Æ±∂ Ω 
≤’ ≠ 

≤” vM×M*«Ë ©∂ ¨ ∞® WDIM�« 5Ð W�U	� dB�√ błË√  ∂

  Uł«—b�« œbŽ œ«“ «–≈Ë Î̈«—UM¹œ ≤∞ …bŠ«u�« Wł«—b�« w� t³	J�  ÊU� Wł«—œ ±∞∞  Uł«—bK�  lMB� ŸUÐ «–≈  ∑

  Wł«—œ q� sŽ —UM¹œ ∞[± —«bI0 qI¹ WFO³*«  Uł«—b�« s� …bŠ«u�« Wł«—b�« w� V	J*« ÊS� ±∞∞ sŽ WFO³*«

ø`Ð— d³�√ lMBLK� wDFð w²�«  Uł«—b�« œbŽ r� Æ…œU¹“

 5OŁ«bŠù« s¹—u;« l� lMB¹Ë ©¥ ¨ ≥® WDIM�UÐ d1 Íc�« rOI²	*« W�œUF� bł  ∏

ÆsJ1U� dG�√ t²ŠU	� ÎU¦K¦� ‰Ë_« lÐd�« w�

 `L	¹ …dz«b�« nB½ ÃUł“ ÊU� «–S� Æ…dz«œ nB½ ÁuKF¹ qOD²	� W¾O¼ w� …c�U½  π

 «–≈Ë ¨WFÐd� …bŠË qJ� ¡uC�« s� qOD²	*« ÃUł“ tÐ `L	¹ U� nB½ ‰ušbÐ

 `L	ð  w²�«  …c�UM�«  œUFÐ√  b−�  ¨Â∂  ÍËU	¹  …c�UMK�  wKJ�«  jO;«  Ê√  XLKŽ

Æ¡uC�« s� —b� d³�√ —Ëd0



±μ±

 ÊU²MOH	�« XIKD½« ÆUNM� r� ≤∞ bFÐ vKŽ »  »uMł   lIð YO×Ð d×³�« ÷d ÔŽ w� » ¨  ÊU²MOHÝ nIð  ±∞

 ÆÎUÐuMł ”Ør� μ WLE²M� WŽd	Ð WO½U¦�«  —UÝË  ÎU�dý WŽUÝØr� ±∞ WLE²M� WŽd	Ð   v�Ë_«  —UÝ YO×Ð

ø„«c½¬ bF³�« «c¼ ÊuJ¹ r�Ë ¨sJ1 U� dG�√ 5²MOH	�« 5Ð bF³�« tO� ÊuJ¹ Íc�« s�e�« bł

 ÷dŽ ÊuJ¹ YO×ÐË WŽu³D*« …œU*« s�  
≤
rÝμ∞∞ vKŽ Íu²×¹ YO×Ð qJA�« qOD²	� oBK� rOLBð œ«d¹  ±±

 Ê«cK�«  oBK*«  «bFÐ  U�  Ær??Ýμ  5O³½U'«  5A�UN�«  s�  q�Ë  ¨r??Ý±∞  wKH	�«Ë  ÍuKF�«  5A�UN�«  s�  q�

øsJ1 U� dG�√ t²ŠU	� ÊöF−¹

 5JK	Ð  ULN²O³¦ð  œ«d¹  ÆÂ±∞  ULNMOÐ  bF³�«Ë  Â∂  ¨Â¥  UL¼ôuÞ  Ê«œuLŽ  ±≤

 bðu�« «c¼ lI¹ s¹√ ÆqJA�« w� UL� ÷—_« Èu²	� w�  bðuÐ 5KB²�

øsJ1 U� dG�√ 5JK	�« w�uÞ ŸuL−� ÊuJ¹ YO×Ð” ≠ ±∞

Â∂

”

Â¥

 5HK²��  5³½Uł vKŽË r�≥ ULNMOÐ bF³�«  »  ̈  5²DI½ jH½ »u³½√ qB¹  ±≥

  ?ł Ë   5Ð ¡U*« X% »u³½_« s� ¡eł ÊU� «–S� ¨ r�± t{dŽ dN½ s�

 ¨» v�≈ ?ł s� ¨TÞUA�« vKŽ ÎU�uAJ� dšü« ¡e'«Ë ¨©qJA�« dE½«®

 WHKJð  ·UF{√  WŁöŁ  ¡U??*«  X%  »u??³??½_«  s�  d²�uKOJ�«  WHKJð  X½U�Ë

 qF−¹  Íc??�«  ?ł  l�u�  b−�   TÞUA�«  vKŽ  l�«u�«  ¡e??'«  w�  d²�uKOJ�«

ÆsJ1 U� q�√ nO�UJ²�«

»?ł

r�±

r�≥

  UMO	�« —u×� vKŽ tðbŽU� o³DMð YO×Ð ‰Ë_« lÐd�« w� l�«u�«Ë Èd³J�« WŠU	*« Í– qOD²	*« œUFÐ√ bł  ±¥

Æ 
≤” ≠ ”∂ ´ μ≠ Ω ©”®‚ Ê«d²�ô« vM×M� vKŽ Ê«dšü« ÁUÝ√— lI¹Ë



±μ≤

(Related Rates)  WD³ðd*« WOM�e�«  ôbF*«   ∑≠≥

 ”Ë—œ w� UM�dFð b�Ë ¨’ dOG²LK� wM�e�« ‰bF*« vL	ð 
Ê œ

’ œ
  WI²A*« ÊS� ©Ê® s�e�« w� ÎU½«d²�« ’ ÊU� «–≈

 dB²Ið ôË  ª 
Ê œ

Ÿ œ
   Ω Ÿ—U	²�«Ë ¨ 

Ê œ

· œ
   Ω WŽd	�U� ¨Ÿ—U	²�«Ë WŽd	�« q¦� WOM�e�«   ôbF*« iFÐ WIÐUÝ

  ¨…—«d(UÐ ÂU	ł_« œb9 ∫q¦� ¨…dO¦� Èdš√  UIO³Dð vKŽ qL²Að qÐ ¨Ÿ—U	²�«Ë WŽd	�« vKŽ WOM�e�«  ôbF*«

Æp�– dOžË ¨„öÝ_« w� ¡UÐdNJ�« o�bðË ¨UNM�Ë WOŽË_« v�≈ lz«u*« o�bðË

 oO³Dð  sJL*«  s�  ÊS�  ¨W�œUF0  5D³ðd�  ¨s�e�«  vKŽ  …bL²F*«   «dOG²*«   s�  ©d¦�√  Ë√®  Ê«dOG²�  ÊU�  «–≈Ë

 s¹dOG²*« s¹cN� 5OM�e�«  5�bF*« 5Ð jÐd�« rŁ s�Ë ¨s�eK� W³	M�UÐ W�œUF*« Ác¼ w�dÞ vKŽ wMLC�« ‚UI²ýô«

∫WO�U²�« WK¦�_« w� `C²¹ UL�

©±® ‰U¦�

∫W�œUF*UÐ ÊUD³ðd¹ YO×Ð ¨Ê s�e�« w� 5½«d²�« ’¨” Ê«dOG²*« ÊU� «–≈  

 
Ê œ

’ œ
   b−� ª ≤ Ω ’   ̈  ± Ω ” bMŽ ≤ Ω 

Ê œ

” œ
  ÊU�Ë   ̈  ≤± Ω

≤
’μ´

≤
”  

∫Ê v�≈ W³	M�UÐ W�œUF*« w�dÞ  o²A½  

∞ Ω 
Ê œ

’ œ
  ’±∞ ´ 

Ê œ

” œ
  ”≤   

  

∫ÊuJO� …UDF*« rOI�UÐ ÷uF½    

∞[≤≠ Ω 
Ê œ

’ œ
   ⇐   ∞ Ω 

Ê œ

’ œ
  ≤ × ±∞´≤ × ± × ≤   

 ”—bð s¹cK�« s¹dOG²*« 5Ð jÐdð w²�« W�œUF*« s¹uJð d�_« ÂeK²	¹ U� Î«dO¦� ¨WOKLF�« qzU	*« w�Ë  

∫qzU	*« Ác¼ q¦� qŠ w� WOðü«  «uD)« ŸU³ð« sJL*« s�Ë ª5D³ðd*« 5OM�e�« ULNO�bF� W�Q	*«

ÆtOKŽ W³ÝUM*«  UOL	²�«Ë rOI�« l{Ë l� ©ÎU³ÝUM� p�– ÊU� Ê≈® ÎUODOD�ð ÎöJý rÝd½  •  

ÆW¹e�d�« …—uB�UÐ W�Q	*«  «dOG²� lOLł V²J½  •  

ÆW�Q	*«  «dOG²� jÐdð w²�« W�UF�« W�œUF*« V²J½  •  

ÆWOM�e�«  ôbF*« 5Ð jÐdð W�UŽ W�öŽ vKŽ ‰uB(« qł√ s� ¨s�eK�  W³	M�UÐ W�œUF*« w�dÞ o²A½  •  

Æ»uKD*« wM�e�« ‰bF*« b$Ë ¨W�Q	*« w� …UDF*« rOI�UÐ ÷uF½  •  



±μ≥

©≤® ‰U¦�

∫bł ÆÀØrÝ≤ ‰bF0 t{dŽ b¹«e²¹Ë ¨ÀØrÝ≤ ‰bF0 qOD²	� ‰uÞ h�UM²¹  

ÆqOD²	*« WŠU	� dOG²� wM�e�« ‰bF*«  √  

ÆqOD²	*« dD� ‰uÞ dOG²� wM�e�« ‰bF*«  »  

ÆrÝμ t{dŽË rÝ±≤ qOD²	*« ‰uÞ ÊuJ¹ U�bMŽ p�–Ë   

 

¨rÝ ’ t{dŽË ¨rÝ ” qOD²	*« ‰uÞ  Ê√ ÷dH½  

Æ©μ±≠≥® qJA�« w� UL�  
 

ÀØ rÝ ≤ Ω 
Ê œ

’ œ
   ¨ÀØrÝ≤≠ Ω 

Ê œ

” œ
  ”

’
‰

©μ±≠≥® qJA�«

 
Ê œ

‰ œ
   

»   ̈   
Ê œ

Â œ
    √  ∫s� q� œU−¹« ∫»uKD*«   

Æt¹dD� bŠ√ ‰uÞ ‰ ¨qOD²	*« WŠU	� Â YOŠ   

’ ” Ω   Â  √  

 
Ê œ

” œ
  ’ ´ 

Ê œ

’ œ
  ” Ω  

Ê œ

Â œ
   

∫ÊuJ¹ ¨ rÝ μ Ω ’ ¨ rÝ ≤ Ω ” U�bMŽË   

ÀØ
≤
rÝ ±¥ Ω ≤≠ × μ´≤ × ±≤ Ω 

Ê œ

Â œ
   

ÀØ
≤
rÝ ±¥ ‰bF0 czbMŽ b¹«e²ð WŠU	*« Ê√ Í√   

≤’ ´
 ≤” Ω

 ≤
‰ ∫ÊuJ¹ ”—užU¦O� W¹dE½ Â«b�²ÝUÐ  »  

 
Ê œ

’ œ
  ’≤ ´ 

Ê œ

” œ
  ”≤ Ω 

Ê œ

‰ œ
 

 
‰≤   

∫5�dDK� ≤ vKŽ WL	I�UÐ   

 
Ê œ

’ œ
  ’ ´ 

Ê œ

” œ
  ” Ω 

Ê œ

‰ œ
 

 
‰   

rÝ±≥ Ω ‰   ⇐   
≤
©μ®´

≤
©±≤® Ω 

≤
‰ ÊuJ¹ μ Ω ’ ¨±≤ Ω ” bMŽ   

∫WIÐU	�« W�œUF*« w� i¹uF²�UÐ   

≤ × μ´ ≤≠ × ±≤ Ω 
Ê œ

‰ œ
  × ±≥   

±¥≠ Ω 
Ê œ

‰ œ
  × ±≥   

ÀØrÝ 
±≥

±¥
  ≠ Ω 

Ê œ

‰ œ
   

ÀØrÝ 
±≥

±¥
  ‰bF0 czbMŽ h�UM²¹ dDI�« ‰uÞ Ê√ Í√   



±μ¥

©≥® ‰U¦�

 Êu�U³�« `DÝ WŠU	� b¹«eð ‰bF� bł ÆWIO�b�« ØÎ«d²� ≤μ ‰bF0 “UG�« tO� aC¹ ÍËd� Êu�UÐ  

ÆrÝμ∞ ÁdD� nB½ ‰uÞ ÊuJ¹ U�bMŽ

¨o½ ÁdD� nB½ ‰uÞË ¨Â t×DÝ WŠU	�Ë ¨Õ Êu�U³�« r−Š Ê√ ÷dH½  

ÆrÝμ∞ Ω o½ U�bMŽ 
Ê œ

Â œ
  »uKD*« ¨WIO�œ ØÎ«d²�≤μ Ω

 Ê œ

Õ œ
  

≥
o½ π  

≥

¥
  Ω   Õ     

 
Ê œ

o½ œ
  × 

≤
o½≥ × π 

≥

¥
  Ω  

Ê œ

Õ œ
   

 
Ê œ

o½ œ
  × μ∞ × μ∞ × π¥  Ω ≤μ∞∞∞   

WIO�œ Ø rÝ 

π ≤

μ
  Ω   

Ê œ

o½ œ
   

≤
o½ π ¥  Ω   Â     

 
Ê œ

o½ œ
  × o½ ≤ × π ¥  Ω  

Ê œ

Â œ
   

WIO�œØ
≤
rÝ±∞∞∞Ω 

π ≤

μ
  × μ∞ × ≤ × π ¥  Ω       

©¥® ‰U¦�

 ÎU�U9 »uM'« v�≈ r� ∏∞ bFÐ vKŽ lIð ©  ® WMOH	�« X½U� Î̈«dNþ …dAŽ WO½U¦�«  WŽU	�« w�  

 ¨»dG�« ÁU&« w� WŽUÝØr� ¥∞ WŽd	Ð czcMŽ ©  ® WMOH	�« X�d% «–S� Æ©»® WMOH	�« s�

 ¨»uM'« ÁU&« w� WŽUÝØr� ≤∞ WŽd	Ð ¨…bŠ«Ë WŽU	Ð ©  ® „d% bFÐ ©»® WMOH	�« X�d%Ë

ÆdNE�« bFÐ WO½U¦�« WŽU	�« bMŽ 5²MOH	�« 5Ð W�U	*« dOGð ‰bF� b−�

 WO½U¦�«  WŽU	�«  ÂU9  w�  U²½U�  »  ¨   5²MOH	�«  Ê√  ÷dH½  

 ULN½√Ë ¨VOðd²�« vKŽ ?ł ¨ Ë 5²DIM�« bMŽ Î̈«dNþ …dAŽ

ÆVOðd²�« vKŽ ?¼ ¨ Â 5²DIM�« bMŽ U²½U� WŽUÝ Ê bFÐ

Æ©μ≤≠≥® qJA�« kŠô  

ÆWŽUÝØr� ¥∞ Ω 
Ê œ

” œ
  Í√   WŽdÝ   

» WMOH	�«

Â    ”    Ë

 WMOH	�«

 ’
 

 ’
≠

∏
∞

 

?ł

?¼

·

»

©μ≤≠≥® qJA�«

ÆWŽUÝØr� ≤∞ Ω 
Ê œ

’ œ
  Í√ » WŽdÝ   



±μμ

 WE( W¹√ bMŽ 5²MOH	�« 5Ð W�U	*« q¦9 ·   

∫»uKD*«   

≤ Ω Ê bMŽ 
Ê œ

· œ
   

∫”—užU²O� W¹dE½ Â«b�²ÝUÐ   

≤
©’≠∏∞® ´

 ≤” Ω
≤
·   

 
Ê œ

’ œ
  ≠ × ©’ ≠ ∏∞®≤ ´ 

Ê œ

” œ
  ”≤ Ω 

Ê œ

· œ
  ·≤   

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
Ê œ

’ œ
  ≠ × ©’ ≠ ∏∞® ´ 

Ê œ

” œ
  ” Ω 

Ê œ

· œ
  ·   

Ær� ≤∞ Ω ≤∞ × ± Ω ’ ¨ r� ∏∞ Ω ¥∞ × ≤ Ω ” ÊuJð ¨≤ Ω Ê bMŽ   

≤
©≤∞ ≠ ∏∞® ´

 ≤
©∏∞® Ω

 ≤
·   

r�±∞∞ Ω ·   

∫©±®  W�œUF*« w� i¹uF²�UÐ   

≤∞≠ × ©∂∞® ´ ¥∞ × ∏∞ Ω 
Ê œ

· œ
  × ±∞∞   

 

ÆdNE�« bFÐ WO½U¦�« WŽU	�« bMŽ 5²MOH	�« 5Ð W�U	*« dOGð ‰bF� WŽUÝØr� ≤∞ Ω 
±∞∞

≤∞∞∞
   Ω 

Ê œ

· œ
 

  

©μ® ‰U¦�

 sŽ  Î«bF²³�  Â±[∑μ  t�uÞ  h�ý  „d??%  ÆÂμ[≤μ  tŽUHð—«  œuLŽ  WL�  w�  dOG�  ÕU³B�  

 tÐ  „d×²¹  Íc�«  ‰bF*«  p�c�Ë ¨tKþ ‰uÞ …œU??¹“  ‰bF� bł ÆÀØr??Ý±≤ ‰bF0 ÕU³B*«

ÆœuLF�« s� —U²�√ ¥ bFÐ vKŽ h�A�« «c¼ ÊuJ¹ U�bMŽ tKþ ”√—

 Î̈«d²� ” Ω Ê WE( W¹√ bMŽ œuLF�« sŽ h�A�« bFÐ Ê√ ÷dH½  

 Æ©μ≥≠≥® qJA�« kŠôÆÎ«d²� ’ Ω czbMŽ tKþ ‰uÞ Ê√Ë

»

 ’  

  
Â

μ
[

≤
μ

 

?¼

 ”  

Ë

 ·  

  Â
±

[
∑

μ
 

?ł

W�d(« ÁU&«

©μ≥≠≥® qJA�«

ÀØrÝ ±≤ Ω 
Ê œ

” œ
   

∫  Ë » ¨ ?¼ ?ł » 5¦K¦*« tÐUAð s�  √  

 
μ[≤μ

’ ´ ”
   Ω 

±[∑μ

’
    

’ ´ ” Ω ’≥   

” Ω ’≤   

 
Ê œ

” œ
    Ω 

Ê œ

’ œ
  ≤   



±μ∂

ÀØrÝ ∂ Ω ±≤ × 
≤

±
  Ω  

Ê œ

” œ
  × 

≤

±
   Ω 

Ê œ

’ œ
     

ÀØrÝ∂ ‰bF0 b¹«e²¹ h�A�« qþ ‰uÞ Ê√ Í√   

 
Ê œ

· œ
  Ω qE�« ”√— „d% ‰bF�  »  

’ ´ ” Ω ·   

 
Ê œ

’ œ
   ´ 

Ê œ

” œ
  Ω 

Ê œ

· œ
 

  

ÀØrÝ±∏ Ω ∂ ´ ±≤        

©∂® ‰U¦�

 v�≈ ◊Ëd�*« ”√— ÊU� «–S� ªWIO�œØ
 ≥

rÝ œ ≤¥≥ ‰bF0 rzU� Ídz«œ ◊Ëd�� w� ¡U*« VB¹  

 U�bMŽ  ¡U*« ŸUHð—« WŽdÝ UL� ¨rÝ œ ±μ tðbŽU� dD� nB½Ë ¨ rÝœ ≥∞ tŽUHð—«Ë ¨qHÝ√

ørÝœ ±∏ tO� ¡U*« ŸUHð—« ÊuJ¹

 `D	�«  dD�  nB½Ë  ¨Ÿ  WE(  W¹√  bMŽ  ¡U??*«  ŸUHð—«  Ê√  ÷dH½  

Æ©μ¥≠≥® qJA�« kŠô ÆÕ ¡U*« r−ŠË ¨” ¡ULK� ÍuKF�«
?¼

œ

  
≥

∞
  
 »

  
Ÿ

  

 ±μ   

 ”  
?ł

©μ¥≠≥® qJA�«

WIO�œØ
 ≥

rÝ œ ≤¥≥ Ω 
Ê œ

Õ
 œ

   

            rÝ œ ±∏ Ω Ÿ  bMŽ  
Ê œ

Ÿ
 œ

  ∫»uKD*«Ë   

©±®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ Ÿ 
≤” π 

≥

±
  Ω Õ   

∫?¼ œ  ¨?ł »  5¦K¦*« tÐUA½ ¨” dOG²*« s� hK�²K�   

Ÿ 
≤

±
  Ω ”   ⇐    

±μ

”
  Ω 

≥∞

Ÿ

   

©±® w� ” sŽ i¹uF²�UÐ   

Ÿ × 
≤
Ÿ 

¥

±
   × π 

≥

±
  Ω Õ   

©≤®ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≥
Ÿ 

±≤

π
  Ω Õ   

∫Ê v�≈ W³	M�UÐ ©≤® W�œUF*« w�dÞ o²A½   

 
Ê œ

Ÿ
 œ

  
 ≤

Ÿ  
¥

π
  Ω 

Ê œ

Ÿ
 œ

  × 
≤
Ÿ ≥ × 

±≤

π
  Ω 

Ê œ

Õ
 œ

   

WIO�œØrÝ œ  
≥

π
   Ω 

Ê œ

Ÿ
 œ

  UNM�Ë  
Ê œ

Ÿ
 œ

   × ±∏ × ±∏ × 
¥

π
  Ω ≤¥≥   



±μ∑

©∑® ‰U¦�

 jzU(« sŽ Î«bF²³� rK	�« o�e½« «–S� ÆWOI�√ ÷—√Ë wÝ√— —«bł vKŽ eJðd¹ Â ±μ t�uÞ rKÝ  

∫b−� WIO�œØ d²� ± ‰bF0

ÆjzU(« s� Âπ bFÐ vKŽ rK	�« ÊuJ¹ U�bMŽ rK	�« WL� ◊u³¼ ‰bF�  √  

Æ©μμ≠≥® qJA�« dE½« ÆczbMŽ ?¼ W¹Ë«e�« b¹«eð ‰bF�  »  

 ¨” Ω WE( W¹√ bMŽ —«b'« sŽ rK	�« …bŽU� bFÐ Ê√ ÷dH½  

ÆŸ Ω ÷—_« sŽ rK	�« WL� ŸUHð—« Ê√Ë

?¼

 ”  
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»U²J�« —«d�≈ w� sO�—UAL�« ¡ULÝ√

w½ôu'« qO³½ ≠

Ê«d³ł b�Uš ≠

 ÂUMž uÐ√ b�Uš ≠

 dOÞ uÐ√ Êu�O� ≠

»U¹– bL×� ≠

VNý_« ¡UMÝ ≠

W�«ež uÐ√ X�dO� ≠

…Ëö(« uÐ√ vM� ≠

WK¹bŽ 5�√ ≠

»dł_« …bO³Ž ≠

VNý_« ÃËbš ≠

w¼d²�« bFÝ√ ≠

 Ê«d¼“ ”UM¹≈ ≠

…dŽ uÐ√ —UB²½« ≠

WMŠ«d��« bL×� ≠

w�u²� rO¼«dÐ≈ ≠

qL'« d¼uł ≠

…b�ULŠ d	U½ ≠

œUÒ¹“ uÐ√ s1√ ≠

f½u¹ uÐ√ s�Š ≠

»uIF¹ vN½ ≠

tK�« “dŠ bLŠ√ ≠

ÊU½Ë WO½«— ≠

„ö� bz«— ≠

ÍdOC(« —U¼œ“« ≠

ŸU³FÐ ÂU�²Ð« ≠

r�UÝ rOJ(« b³Ž ≠

`�U	 ÂUE½ bL×� ≠

W�öÝ k�U(« b³Ž ≠

WK−ŠuÐ√ tK�« dB½ ≠

—bÐ WKONÝ ≠

Õö	 ÂöŠ√ ≠

s�O×� qOKš ≠

WŽ—«uH�« ‰œUŽ ≠

Ê«bLŠ wKŽ bL×� ≠

wDOD�« e¹U� ≠

VOD)« k�U(« b³Ž ≠

 ÕU³	 WAzUŽ ≠

 ËdLŽ w½UNð ≠

p¹Ëb�« sÝuÝ ≠

WMOMÝ uÐ√ W�uš ≠

 w
dJ�« dHFł ≠

wðUÐdA�« ¡UM¼ ≠

»Ëd(« nÝu¹ ≠

»U¹– dCš ≠

…dłU$ bFÝ√ ≠

‘dÞ_« s¹d�½ ≠

bOL×� uÐ√ …—UÝ ≠

…d�ULŠ »u¹√ ≠

 `KB� w½uł ≠

t²Ð«uŁ WMOLÝU¹ ≠

Õö	 œULŽ ≠

rÝU� œULŽ ≠

f¹uŽ …bz«— ≠

wŽd� ÊU½bŽ ≠

œu¹“ sLŠd�« b³Ž ≠

Ê«b¹“ ÷U¹— ≠

—u½ bL×�≠

…dLŽ uÐ√ ”UM¹« ≠

XÐUŁ ‰ULł ≠

uMŠ ÂU²š 

 qOKš jÝU³�« b³Ž ≠

w	UŽ ÊU½bŽ ≠

WÝ—«b� wM�Š ≠

W½U³ý fO� ≠

 …œË«uŽ bLŠ√ ≠

WO³Ž bL×� ≠

5�U¹ rÝUÐ ≠

oO�uð ‰œUŽ ≠

 .dJ�« b³Ž d	U½ ≠

ÊU�u	 q�√ ≠

WýË«—œ bL×� ≠

WO³Ž uÐ√ rO¼«dÐ≈ ≠

‰UŠ— d¼UÞ ≠

»UNý uÐ√  “ËeF� ≠

Õö*« ÂU�²Ð« ≠

 U�dŽ ¡«b½ ≠

qOL
 œuL×� ≠

Â«eŽ sLŠd�« b³Ž ≠

tK�«b³Ž vN²M� ≠

 UOKF�« bL×� ≠

`¹b� ÂU�Ð ≠

…uKŠ uÐ√ vKŽ ≠
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