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ّ
ّ

الاستدلالي، فتمدنا بالطرق  نظرية الاحتمالات هي أساس الإحصاء

والأساليب الرياضية التي تساعدنا للوصول إلى أفضل الاستنتاجات والقرارات التي 

تخضع لدرجة من عدم التأكد، وذلك بسبب دراسة الجزء للاستدلال على صفات 

الكل. وقبل التطرق لنظرية الاحتمالات سنعرض بعض المصطلحات الإحصائية 

 ت، وهذه المصطلحات هي:مباشرة بموضوع الاحتمالا ا علاقةالهامة التي له

 (ّّالتجربةّالعشوائية:1-1)

تُعرف التجربة العشوائية بأنها أية عملية قد تعطى نتائج مختلفة حتى إذا أعيدت 

تحت نفس الظروف، ولا يمكن أن نتنبأ أو نحدد بشكل أكيد نتيجتها قبل إجرائها، 

 مكن الحصول عليها.ولكننا نعرف مسبقاً كل النتائج التي ي

 

 

عند إلقاء قطعة نقدية في الهواء وتركها تعود، في هذه العملية نستطيع مسبقاً 

ئج الممكن الحصول عليها وهي وجه أو ظهر، ولكن لا نعرف مسبقاً امعرفة كل النت

 أي نتيجة من هذه النتائج ستظهر حتماً، فهذه العملية يطلق عليها تجربة عشوائية.

ّ
 ّ

اء مكعب نرد في الهواء وتركه يعود، في هذه العملية نستطيع مسبقاً عند إلق

ولكن  ،6,5,4,3,2,1معرفة كل النتائج الممكن الحصول عليها وهي الإعداد التالية 

عملية يطلق لمسبقاً تحديد أي نتيجة من هذه النتائج سنحصل عليها، فهذه الا نستطيع 

  .عليها تجربة عشوائية

ّ(2-1مثالّ)
 

ّ(1-1مثالّ)
 

 الأولالفصلّ
 تنظريةّالاحتمالا
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ّ
، حيث تار منهم طالباً واحداً عشوائياًردنا أن نخأ، وطلبة 11إذا كان لدينا 

ة لفرصاار الطالب بطريقة تضمن إعطاء نفس يار العشوائي هو اختيتالمقصود بالاخ

لكل طالب من الطلبة العشرة ليكون هو الطالب المختار، أي يجب أن يكون الاختيار 

قم ، ويتم ذلك بإعطاء رفيه خاضعاً لعامل الصدفة المطلقة دون تدخل العامل البشري

تماماً، ثم نضع كل البطاقات  متماثلة، وتكتب هذه الأرقام على بطاقات لكل طالب

 ى، فالرقم الذي علعينين بطاقةفي وعاء ونخلطها جيداً ثم نسحب ونحن مغمضي ال

انه سيظهر رقم أحد ، في هذه العملية نعرف مسبقاً البطاقة هو رقم الطالب المختار

نحدد مسبقاً رقم أي طالب من هؤلاء الطلبة  أن، ولكننا لا نستطيع لعشرةالطلبة ا

 سيظهر، وبالتالي فهذه العملية تسمى تجربة عشوائية .

وتعتمد نظرية الاحتمالات على التجارب العشوائية، وبالتالي ستكون 

 .عشوائيةالتجارب التي نتعامل معها في موضوع هذا الكتاب كلها تجارب 

 

 العينةّ:فراغّ(1-2ّ)

فراغ العينة لتجربة هو المجموعة التي تشمل كل النتائج التي يمكن الحصول 

 عليها من إجراء هذه التجربة .

عند القيام بأي تجربة، تظهر لنا نتيجة واحدة فقط من النتائج التي يشملها فراغ 

فس ن العينة لهذه التجربة، فلا نستطيع الحصول على أكثر من نتيجة من هذه النتائج في

 الوقت، وبالطبع يختلف فراغ العينة من تجربة لأخرى.

ّ(3-1مثالّ)
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لفئة ، وهي تقابل اSّفوعادة يرمز للمجموعة التي تمثل فراغ العينة بالحر

غ ئج التي يشملها فراا، وتسمى كل نتيجة من النتالشاملة في موضوع المجموعات

 .العينةالعينة عنصر أو نقطة فراغ 

ّ
ّحرفبالّ، فإذا رمزنا للوجهية، سنحصل على وجه أو ظهرفي تجربة إلقاء قطعة نقد    
Hّّورمزنا للظهر بالرمزT،ّربة سنعبر عنه بالمجموعة التاليةففراغ العينة لهذه التج:  

S = { H , T} 

ّ
تي يمكن الحصول عليها ، كل النتائج التجربة إلقاء مكعب نرد مرة واحدة في

 :العينة لهذه التجربة هوفإن فراغ وبذلك   6,5,4,3,2,1:ّالأعدادّهي

S= {1,2,3,4,5,6} 
 

ّ
ي النتائج التي يمكن أن نحصل عليها ه ل، فكفي تجربة إلقاء قطعة نقود مرتين

، أو وجه في الرمية الأولى وظهر ّ(H H)ّوجه في الرمية الأولى ووجه في الرمية الثانية

أو ظهر ّ(T H)ّمية الثانيةفي الر جهووالرمية الأولى  ، أو ظهر في(HT)ّفي الرمية الثانية

. النتيجة المكتوبة ناحية اليسار هي نتيجة (T T)ّفي الرمية الأولى وظهر في الرمية الثانية

الرمية الأولى والنتيجة المكتوبة ناحية اليمين هي نتيجة الرمية الثانية، إذن فراغ العينة 

 لهذه التجربة:

S= { HH ,  HT  ,TH   ,TT  }ّ
ّ
ّ
ّ

 

 :(4-1مثالّ)

 (:5-1مثالّ)

 (:6-1مثالّ)
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ّ
 

لتجربة إلقاء قطعتي نقود هو نفسه فراغ العينة لتجربة إلقاء قطعة  فراغ العينة

نتيجة القطعة ونقود مرتين، فنتيجة القطعة الأولى ستكون مقابلة لنتيجة الرمية الأولى، 

 الثانية ستكون مقابلة لنتيجة الرمية الثانية.

ّ
 كانتما إذا  ، لفحصها، ثلاث وحدات منتجة من آلة معينةاإذا اخترنا عشوائي

ّوللوحدة غير التالفة بالحرفّ،Dّرمزنا للوحدة التالفة بالحرف، فإذا تالفة أو غير تالفة
N،ّ ّتيجةكانت الوحدات الثلاثة غير تالفة فسنكتب نفسنعبر عن النتائج كما يلي، فإذا

وإذا كانت الوحدة الأولى تالفة والثانية والثالثة غير تالفتين فسنكتب ّ،N NNّالفحص

وهكذا .....، وبالتالي سيكون فراغ العينة لهذه التجربة وهي تجربة ،DNNّّالنتيجة

 فحص ثلاث وحدات منتجة كما يلي :

ّ
S= {  NNN , DNN , NDN , NND , DDN , DND , NDD , DDD  }ّ

ّ

ّ
 في تجربة إلقاء مكعبي نرد، فراغ العينة لهذه التجربة سيكون كما يلي :

ّ
S=   (1,1)  (1,2)  (1,3)  (1,4)  (1,5)  (1,6)        

(2,1)  (2,2)  (2,3)  (2,4)  (2,5)  (2,6) 
(3,1)  (3,2)  (3,3)  (3,4)  (3,5)  (3,6) 
(4,1)  (4,2)  (4,3)  (4,4)  (4,5)  (4,6)ّ
(5,1)  (5,2)  (5,3)  (5,4)  (5,5)  (5,6)ّ
(6,1)  (6,2)  (6,3)  (6,4)  (6,5)  (6,6)ّ

ّ

 (:7-1مثال )

 (:8-1مثال )

 ملاحظة:
 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

9 
 

سار في كل نتيجة هو العدد الذي يظهر على ناحية اليحيث العدد المكتوب 

المكعب الأول والعدد المكتوب ناحية اليمين هو العدد الذي يظهر على المكعب 

3ّّعلى المكعب الأول وظهور العدد2ّّتعني ظهور العدد(2,3ّ)ّالثاني، فمثلاُ النتيجة

 ، ثلاثة (.اثنانعلى المكعب الثاني وتقرأ هذه النتيجة ) 

ّ
 الحدث:(1-3ّ)

عشوائية قد نكون راغبين في ظهور نتائج معينة من مجمل النتائج في أية تجربة  

، أي من النتائج التي يشملها فراغ العينة ليها من هذه التجربةالتي يمكن الحصول ع

لهذه التجربة، دون النتائج الأخرى، وهذه النتائج المرغوب ظهورها أي حدوثها 

عادة للمجموعة حدث بمجموعة، ويرمز يطلق عليها مصطلح حدث، ويعبر عن أي 

لأنه Sّّ... مع عدم استعمال الحرفC , B , A, ّتمثل الحدث بأحد الحروف يالت

 .يستعمل كرمز لفراغ العينة

وبما أن النتائج التي تشملها المجموعة الممثلة لأي حدث هي جزء من النتائج 

ل أي موعة التي تمث، فبالتالي المجتي يمكن الحصول عليها من التجربةالكلية ال

حدث يجب أن تكون مجموعة جزئية من فراغ العينة. ومن هنا يعرف الحدث كما 

ّّّيلي:
 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

 . Sراغ العينة الحدث هو مجموعة جزئية من ف
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 أنواعّالأحداث:(4ّّ–

ّ

ّ
  :ّالحدثّالبسيطّ-1ّّّّّ

تائج واحدة فقط من ن عندما تحتوي المجموعة الجزئية التي تمثل الحدث على نتيجة

 .، يكون الحدث بسيطاًفراغ العينة

ّ
 ، ففراغ العينة:5مكعب نرد، ونرغب في ظهور العدد  ذا القيناإ

S= {1,2,3,4,5,6} 

ّ:فنعبر عنه كما يليّ،Aّوإذا رمزنا له بالحرفّ،5ّوالحدث هنا هو ظهور العدد
A= { 5 }ّ

ونلاحظ أن المجموعة الجزئية التي تمثل هذا الحدث تحتوي على نتيجة 

 .ا الحدث هو حدث بسيطينة، إذن فهذواحدة فقط من نتائج فراغ الع

 

 :الحدثّالمركب -1

 عندما تحتوي المجموعة الجزئية التي تمثل الحدث على أكثر من نتيجة من نتائج

 .فراغ العينة، يكون الحدث مركباً

 

ّ
 :ففراغ العينةّ،3ّهور عدد أكبر منإذا القينا مكعب نرد، ونرغب في ظ

S= {1,2,3,4,5,6} 

فسنعبر عنه كما  ،Aّرمزنا له بالحرفّوإذاّ،3ّنالحدث هنا هو ظهور عدد أكبر مو

 :يلي

A= {  4  ,  5  ,  6  } 

 (:9-1مثال )

 (:11-1مثال )
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ونلاحظ أن المجموعة الجزئية التي تمثل هذا الحدث تحتوي على أكثر من نتيجة من 

 .ينة، إذن فهذا الحدث هو حدث مركبنتائج فراغ الع

ّ
 :الحدثّالمؤكد -2

جزئية التي تمثل يسمى الحدث حدثاً مؤكداً عندما تحتوي المجموعة ال

، أي أن المجموعة الجزئية التي تمثل الحدث  الحدث على كل نتائج فراغ العينة

ويعني ،S= Aّّ:ّفإنّ Aّالمؤكد تساوى فراغ العينة، فإذا رمزنا للحدث المؤكد بالرمز

ذلك أن كل نتائج التجربة تحقق الحدث المرغوب فيه وبالتالي فمن المؤكد أن 

 عليه الحدث المؤكد.يتحقق، ومن هنا يطلق 

 

ّ
 : ، ففراغ العينة لهذه التجربة7ّرد، ونرغب في ظهور عدد أقل منإذا ألقينا مكعب ن

S= {1,2,3,4,5,6}ّ
ّ

7ّّلمطلوب هنا هو ظهور عدد أقل مناوالحدث  فإذا رمزنا لهذا الحدث ،

 :كما يلي عنهفسنعبر  ،A بالرمز

A= {1,2,3,4,5,6} 
 

أي  .الحدث تساوي فراغ العينةلجزئية التي تمثل هذا ونلاحظ أن المجموعة ا

أن كل النتائج الممكن الحصول عليها من هذه التجربة تحقق هذا الحدث، حيث أن 

عداد عند إلقاء مكعب نرد، لأن كل الأ7ّّمن المؤكد أن نحصل على عدد أقل من

الحدث ، ولذلك يسمى هذا الحدث ب7لى مكعب النرد هي أعداد أقل من الموجودة ع

 المؤكد.

 (:11-1مثال )  
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 الحدثّالمستحيل: -3
 

لتي تمثل يسمى الحدث حدثاً مستحيلاً عندما تكون المجموعة الجزئية ا

، أي لا توجد أية نتيجة من نتائج فراغ العينة تحقق الحدث الحدث خالية من العناصر

تجربة لا تحقق الحدث ، أي أن كل النتائج الممكن أن نحصل عليها من الالمطلوب

بة، ر. وبالتالي فمن المستحيل أن يتحقق هذا الحدث عند إجراء التجالمرغوب فيه

 ،∅ّ. ويرمز للحدث المستحيل بالمجموعة الخاليةولذلك سمى بالحدث المستحيل
، فالمجموعة الخالية هي مجموعة جزئية لأية وبالطبع هذا لا يخل بتعريف الحدث

 مجموعة .

 

ّ
 ، ففراغ العينة لهذه التجربة:9ّالعددمكعب نرد، ونرغب في الحصول على  ألقيناإذا 

S= {1,2,3,4,5,6}ّ
ّ
، فسنعبر Aّ، فإذا رمزنا لهذا الحدث بالرمز9ّالحدث هنا هو الحصول على العددو

 :عنه كما يلي

A = {   } =∅ّ
 

 ونلاحظ أن المجموعة الجزئية التي تمثل هذا الحدث مجموعة خالية من العناصر.

 ،ن هذه التجربة لا تحقق هذا الحدثصول عليها موذلك لأن كل النتائج الممكن الح

ليس من 9ّّعند إلقاء مكعب نرد، لأن العدد9ّّفمن المستحيل أن نحصل على العدد

 .التالي فهذا الحدث هو حدث مستحيلالأعداد الموجودة على مكعب النرد، وب

ّ

 (:12-1مثال )
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ّ
 الحدثّالمكمل: -5

 

هو الحدث الذي ، مثلاً Aّ ، فالحدث المكمل للحدثلكل حدث حدثاُ مكملاُ له

وذلك كما هو موضح في  ،A ّيحتوي على نتائج فراغ العينة التي لا يحتويها الحدث

ومن تعريف الحدث المكمل  ،ˋ𝐀وبالرمزّ،Aّويرمز لمكمل الحدث(1ّ-1)ّشكل

 نستنتج أن أي حدث مكمل يجب أن يحقق الشرطين التاليين:

 

 العينة، أي أن: اتحاد أي حدث والحدث المكمل له يجب أن يعطي فراغ (أ

A∪ 𝑨ˋ = 𝐒 

 :ة خالية، أي أنتقاطع أي حدث والحدث المكمل له يجب أن يعطي مجموع (ب

𝑨 ∩ 𝑨ˋ = 𝝓 
 

ّّ                   ّ
ّ
ّ

ّ(1-1شكلّ)

ّ
هو الحصول على عدد زوجي، فما Aّّنرد مرة واحدة، وكان الحدثإذا القينا مكعب 

ّ؟  Aّهو الحدث المكمل للحدث
ّ
ّالحل:ّّ
 S= {1,2,3,4,5,6}:ّغ العينة لهذه التجربةفرا

ّA :ّّّّّA= { 2,   4,   6 }ّالحدث

 (:13-1مثال )

Aˋ 

A     

S 
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العينة ّهو الحدث الذي يحتوي على كل عناصر فراغAّّإذن الحدث المكمل للحدث

 يلي : ونعبر عنه كماّ،1ّّ،3ّّ،5ّّوهي الأعداد الفرديةAّّغير الموجودة في

𝐀`={  1 , 3 , 5 } 

ّ
ّ

A∪ 𝐀` = {𝟏 , 𝟐 , 𝟑 , 𝟒 , 𝟓 , 𝟔 } = 𝐒 

A∩ 𝐀` = { } = ∅ 

ّ
 الأحداثّالمتنافية:ّ-6

 

ا يمنع الأحداث الأخرى من حداث متنافية إذا كان ظهور أحدهتكون الأ

 Bّإذا كان الحدثان. فمثلاً أن نحصل عليها كلها في نفس الوقت، أي لا يمكن الظهور

, A ّّأن ظهور الحدث ذلك ، فيعنيحدثين متنافيينA ّحدثيمنع الBّمن الظهور ،

ّ، أي لا نستطيع أن نحصل علىالظهورّمنAّّيمنع الحدثBّّوظهور الحدث
 . ونفهم من ذلك أنه لا توجد نتيجة من نتائج التجربةمعاً في نفس الوقتّ B,Aالحدثين

، أي لا توجد عناصر مشتركة بين المجموعة تحقق الحدثين معاً في نفس الوقت

أي تقاطعهما ّ،Bّلمجموعة الجزئية التي تمثل الحدثوا Aّالجزئية التي تمثل الحدث

 مجموعة خالية: 

A ∩ 𝐁 = ∅ّ
مكن أن يظهراً معاً في نفس الحدثان غير متنافيين، إذا كان من المويكون 

لك ، وذأي أن تقاطعهما مجموعة غير خالية، أي توجد نتائج مشتركة بينهما. الوقت

ّ.(2-1)ّموضح في شكلّهو كما
ّ  

 ونلاحظّأنّ:
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ّ

 نيغيرّمتنافيّحدثانّّّّّّّّّّّّنافيانحدثانّمتّّّّّّّ
ّ
ّ
ّ

ّ(2-1شكلّ)ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

ّ
ّهو الحصول على وجهين، والحدثّ Aفي تجربة إلقاء قطعتي نقود، إذا كان الحدث

Bّّهو الحصول على ظهرين، والحدثCّين هو الحصول على وجه أو أكثر . فأي حدث

 ؟نمتنافيين وأيهما غير متنافيي

ّ
ّالحل:ّ

ّS = { HH , HT , TH , TT  }ّّ:فراغ العينة لهذه التجربة
 :ات الجزئية التي تمثل الأحداث هيوالمجموع

A = { HH } 
B = { TT } 
C = {HH , HT , TH } 

ّ
ّّّّّّّّC 

      ّ
 

  B     Aّ
ّ(3ّ-1شكلّ)ّّّّّّ

تقاطعهما يعطي  في نفس الوقت، أيB  ,  Aّّبما أنه لا توجد نتيجة تحقق الحدثين

 مجموعة خالية :

A∩ 𝐁 = ∅ّ

 (:14-1مثال )

S 

 
A B 

S 

TT 
HT 

 
    TH 

H
H

 
S 

 
B A  

A ∩ 𝐁 

H 
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ّحدثان متنافيان .ّ B , Aّإذن الحدثان
، أي تقاطعهما ليس في نفس الوقتC  , Aّّبما انه توجد نتيجة تحقق الحدثين

 مجموعة خالية : 

A ∩ 𝑪 = {𝐇𝐇}ّ
ّ

 حدثان غير متنافيين .C ,Aّّإذن الحدثان

س الوقت، أي تقاطعهما مجموعة في نفC , Bّّبما انه لا توجد نتيجة تحقق الحدثين

 خالية : 

B ∩ 𝐂 = ∅ّ
ّ

ّ.يوضح ذلك(3ّ-1)ّمتنافيان . وشكل حدثانC , Bّّإذن الحدثان
ّ

 :الأحداثّالمستقلة -7

يتأثر  ولاحدثين مستقلين إذا كان ظهور أحدهما لا يؤثر B , Aّّيكون الحدثان

 .ر . أي لا توجد أية علاقة بينهماخأو عدم ظهور الآبظهور 

ثر أ، فظهور وجه في الرمية الأولى لا يؤثر ولا يتلقاء قطعة نقود مرتينإند مثلاً عف

ه ، وبالتالي فحدث ظهور وجبظهور وجه في الرمية الثانية، أي لا توجد علاقة بينهما

 وجه في الرمية الثانية هما حدثان مستقلان.في الرمية الأولى وحدث ظهور 

 صر فراغ العينة وعدد عناصريلزمنا في دراسة الاحتمالات تحديد عدد عنا

، وفي بعض التجارب يحتوي فراغ العينة وكذلك المجموعة الجزئية الممثلة للحدث

المجموعة الجزئية الممثلة للحدث على عدد كبير جداً من العناصر، ليس من السهل 

كتابتها كلها وعدها، لذلك نستخدم بعض طرق العد التي تساعدنا في الحصول على 
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ن ، ومجموعة الجزئية للحدث دون كتابتهااغ العينة وعدد عناصر المعدد عناصر فر

ّ :أهم هذه الطرق ما يلي

 طرقّالعد:ّ(1-5ّ)

ّ(ّقاعدةّالضرب:1-5-1)
 

ليها في وكان عدد النتائج التي نحصل عإذا كانت التجربة تتم في مرحلتين أو عمليتين 

ئج التي نحصل عليها في المرحلة وعدد النتا،1nّّالمرحلة أو العملية الأولى تساوي

2nّّأو العملية الثانية تساوي في المرحلتين أو  فإن عدد النتائج التي نحصل عليها،

ّ.2n1nّ، أي عدد النتائج الكلية لهذه التجربة تساوي العمليتين معاً
من العمليات، وكان عدد kّّ، فإذا كانت التجربة تتم فيويمكن تعميم هذه القاعدة

فإن عدد النتائج الكلية لهذه التجربة K,n…,3,n2n,1nّّهذه العمليات النتائج في

 يساوي :

ّ

ّ
 :نجد أن فراغ العينة لهذه التجربةعند إلقاء قطعتي نقود،         

S= { HH  ,  HT  , TH  ,  TT } 
 

وباستخدام قاعدة الضرب نستطيع ّ،4ّفنلاحظ أن عدد النتائج الكلية يساوي

ء ملية إلقا، فنجد أن لعالتجربة بدون كتابة فراغ العينة كلية لهذهتحديد عدد النتائج ال

لقاء القطعة النقدية الثانية نتيجتان إولعملية  ،1n=2ّ، أيالقطعة النقدية الأولى نتيجتان

 :ل عليها من إلقاء القطعتين يساوين العدد الكلي للنتائج التي نحصإذ ،2nّ=2ّأي

n1 n2 = (2) (2) = 4 

ّ  

 (:15-1مثال )

K…………..n2n,1n 
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ّ
 ؟هو العدد الكلي للنتائج الممكنة ، ماعند إلقاء مكعبي نرد         

ّ:الحلّّّ
ّ(.1nّ=6ّّ)ّّالعدد الكلي للنتائج التي نحصل عليها من المكعب الأول
ّ(.2nّ=6ّّ)ّّيـالعدد الكلي للنتائج التي نحصل عليها من المكعب الثان

حصل عليها من قاعدة الضرب نجد أن العدد الكلي للنتائج التي ن باستخدامإذن 

 مكعبي نرد يساوي:لقاء إتجربة 

n1 n2 = (6) (6) = 36 
ّ

 
 ، ما هو العدد الكلي للنتائج الممكنة؟إلقاء مكعب نرد وقطعة نقود معاً عند 

ّ
ّ:الحلّّّ

ّ(.1n=6ّّ)ّمكعب النردكلي للنتائج التي نحصل عليها من العدد ال
ّ(.2n=2ّّ)ّقودالعدد الكلي للنتائج التي نحصل عليها من قطعة الن

قاء لإقاعدة الضرب نجد أن العدد الكلي للنتائج التي نحصل عليها من  باستخدامإذن 

 مكعب نرد وقطعة نقود يساوي:

n1 n2 = (6) (2) = 12 
ّ

ّ(ّالتباديل:1-5-2)
تعريف تباديل مجموعة من العناصر المختلفة بأنها عدد الطرق يمكن 

P 𝒏ّّّعناصر ويرمز له بالرمزالمختلفة التي يمكن أن نرتب بها هذه ال
𝒓
  ّ

ّ

!𝒏ّّّّحيث

(𝐧−𝐫)!
ّ=P 𝒏

𝒓
ّ

ّ

 (:16-1مثال )

 (:17-1مثال )
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ّ
3ّّأجزاء. وعلى رف من رفوف مكتبك لا يتوفر إلا5ّّاشتريت مرجعاً من

أمكنة. بكم طريقة مختلفة يمكنك شغل هذه الأماكن الثلاثة المتوفرة بثلاثة أجزاء 

 تختارها من الأجزاء الخمسة؟

ّ

ّالحل:ّ
ائق المختلفة لشغل الأماكن الثلاثة هو عدد متبادلات خمسة أشياء مأخوذ عدد الطر

P 𝟓ّثلاثة منها في وقت واحد وهو
𝟑

ّ=P 𝒏
𝒓

ّ
ّ

𝟏𝟐𝟎=61ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّحيث

𝟐
ّ=(𝟓)(𝟒)(𝟑)(𝟐)(𝟏)

(𝟐)(𝟏)
=𝟓!

𝟐!
ّ=𝟓!

(𝟓−𝟑)!
ّّ=P 𝟓

𝟑
ّ

P 𝟓=ّ(5()4()3=)61ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّأو
𝟑

ّ
ّ

ّ
مع عدم السماح 11ّّإلى1ّّأرقام يمكن تكوينه من الأرقام من 3كم عدداً مكوناً من 

 ؟بالتكرار

ّ

ّ:الحلّّّ
واضح أنه في أي عدد )عينة( يراد تكوينه لا بد من مراعاة الترتيب في أرقامه حيث أن 

كما أن 321ّّيختلف عن العدد312ّّاً لهذا الترتيب فمثلاً العددهذا العدد يتغير تبع

 :أن أيالسحب يتم دون إرجاع نظراً لعدم السماح بتكرار الرقم. 
ّ

721=P𝒏
𝒓
= 𝐏 𝟏𝟎

𝟑
=

𝟏𝟎!

(𝟏𝟎−𝟑)!
=

𝟏𝟎!

𝟕!
=

(𝟏𝟎)(𝟗)(𝟖)(𝟕)(𝟔)(𝟓)(𝟒)(𝟑)(𝟐)(𝟏)

(𝟕)(𝟔)(𝟓)(𝟒)(𝟑)(𝟐)(𝟏)
=

𝟑𝟔𝟐𝟖𝟖𝟎𝟎

𝟓𝟎𝟒𝟎
ّ

ّ

(!𝟕)(𝟖)(𝟗)(𝟏𝟎)(ّ=11()9()8=)721ّّّّّّّّّّّّّّّّّأو

𝟕!
ّّ=𝟏𝟎!

𝟕!
ّّ=𝟏𝟎!

(𝟏𝟎−𝟑)!
ّّ=P𝟏𝟎

𝟑
 ّ= P 𝒏

𝒓
ّ

 

 (:18-1ل )مثا

 (:19-1مثال )
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ّّمن العناصر المميزة المأخوذة سوية هو:ّ nعدد تباديل يسمى         : نتيجة

ّ
ّ

 

على قاعدة الضرب فعند ترتيب هذه  والفكرة الأساسية لهذه القاعدة تعتمد

من العناصر من الممكن وضع واحدة منها في الترتيب الأول، ّ nالعناصر سيكون لدينا

n-1ّ)ّوسيكون لدينا من العناصر من الممكن وضع واحدة منها في الترتيب الثاني (

، وهكذا .......... إلى أن مفردات قد وضعت في الترتيب الأوللأن واحدة من ال

ويكون ،nّّإلى الموضع الأخير وهو في هذه الحالة الموضع الخاص بالترتيب نصل

تم وضعها  من المفردات قد(n-1ّ)ّ، لأنيار واحد فقط لإجراء هذه العمليةلدينا خ

 .هاتفي المواضع التي سبق

 من المفردات هو:nّّوبتطبيق قاعدة الضرب نجد أن عدد الطرق المختلفة لترتيب

n (n-1) (n-2)…………….1 

ّ
ّ:مع العلم بأن،ّ !nويرمز له بالرمز،nّّوهذا العدد يطلق عليه مضروب

0! = 1                    1! = 1 

ّ

ّ
في رف ، فكل الطرق الممكنة (C , B , Aّّ)ّكتب3ّّيرتب إنإذا طلبنا من شخص ما 

 في هذه الحالة موضحة فيما يلي :

S= { ABC  , ACB  ,BAC ,  BCA  ,  CAB  ,  CBA } 

 (:21-1مثال )

nP𝒏  =n(n-1)(n-2)……………………..1=n! 
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وعدد هذه الطرق نستطيع تحديده  كتب على رف،3ّّطرق لترتيب6ّّتوجد أي

 وذلك كما يلي:(،nّ=3ّّ)ّباستخدام قاعدة التباديل، حيث

6ّّ=1×2×3ّ!ّ=3ّّ=P𝟑
𝟑
 ّّ

وبنفس القاعدة نستطيع بسهولة تحديد العدد الكلي للطرق التي يمكن أن نرتب بها 

 .أي عدد من المفردات دون كتابة فراغ العينة

 

ّ
 أطفال في صف؟7ّّما العدد الكلي للطرق التي نستطيع بها أن نرتب 

ّ
ّالحل:ّ

 نجد أن العدد الكلي للطرق يساوي: (،nّ=7)ّل، حيثيباستخدام قاعدة التباد

5141=1×2×3×4×5×6×7!=7ّ

ّالتوافيق:ّ(1-5-3)
وي من العناصر من بين مجموعة تحتrّّالتوافيق هي عدد الطرق التي يتم بها اختيار

𝒏)ّمن العناصر، بحيث أنnّّعلى ≥ 𝒓ّ).مع إهمال عملية الترتيب 

𝐂𝐫 ونرمز للتوافيق بالرمز
𝐧 ّ:ويحسب كما يلي 

ّ
ّ
ّ

ّ
ن نختار منهم لجنة تتكون وأردنا أ أحمد، يوسف، إبراهيم، موظفين: 3إذا كان لدينا 

 لاختيار هذه اللجنة؟وظفين، فما عدد الطرق الممكنة من م

 

𝐂𝐫
𝐧 =

𝒏!

𝒓! (𝒏 − 𝒓)!
 

 (:21-1مثال )

 (:22-1مثال )
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ّالحل:ّّ
 الطرق الممكنة لاختيار هذه اللجنة هي:

 s=  {يوسف وإبراهيم        أحمد وإبراهيم ،            أحمد ويوسف،  }    

وبالطبع هنا عملية الترتيب ليس لها أية أهمية،  طرق لتكوين هذه اللجنة،3ّّأي يوجد

 وسفنفسها اللجنة المتكونة من ي ف، هيالمتكونة من أحمد ويوساللجنة فمثلاً 

 وأحمد.

ن   بها اللجنة، بكتابة كلوكما تلاحظ أننا حددنا عدد الطرق التي يمكن أن نكوِّ

ولكن هذه الطريقة من الصعب إتباعها عندما يكون العدد  الطرق الممكنة ثم عدّها،

ّّلحالةاّحيث في هذه الكلي للموظفين كبيراً. فالأسهل هو استخدام قاعدة التوافيق،
(3ّّ=n(ّ،ّ)2=r،)ّأشخاص مع إهمال 3ّّوبالتالي عدد طرق اختيار شخصين من

 الترتيب هو:

ّ

𝑪𝟐
𝟑 =

𝟑!

𝟐! (𝟑 − 𝟐)!
=  

𝟑 × 𝟐 × 𝟏

(𝟐 × 𝟏)(𝟏)
= 𝟑 

ّ

ّ
ّ

ّ.اءــــــــــــأعض4ّّنريد اختيار لجنة تتكون من مدرسين،3ّوّمدرسات6ّّمدرسة بها
 ؟ختلفة الممكن اختيارهاكم عدد اللجان الم               (أ

  3كم عدد اللجان المختلفة الممكن اختيارها بحيث تحتوي اللجنة على ّ (ب

 مدرسات ومدرس واحد؟         

ّ  

 (:23-1مثال )
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ّ
ّ:الحلّ

ّ، أي عدد اللجان المختلفة التي تحتوي علىاللجان المختلفة الممكن اختيارهاعدد  .أ
 :هو،ّ(3+6)ّأشخاص9ّّأشخاص مختارين من4ّ

 

126ّ=𝟗×𝟖×𝟕×𝟔×𝟓!

𝟒!×𝟓!
ّ=𝟗!

𝟒!(𝟗−𝟒)!
ّّ=C 𝟗

𝟒
ّ

ّ
 . لف عن الأخرى )مع إهمال الترتيب(لجنة كل منها تخت 126أي سيكون لدينا 

مدرسات  3ّ، بحيث تحتوي اللجنة علىاللجان المختلفة الممكن اختيارهاعدد  .ب

مدرسات 6ّّمنّمدرسات3ّّاختيار، هو عدد الطرق التي يتم بها واحدومدرس 

كأن الاختيار يتم على مرحلتين، فبتطبيق  أيمدرسين، 3ّّار مدرس واحد منواختي

المطلوب قاعدة الضرب وقاعدة التوافيق، نجد أن عدد الطرق التي تحقق الحدث 

 :هو

61=3×21ّ=𝟑!

𝟏!×𝟐!
ّ×𝟔!

𝟑!×𝟑!
ّّ=C 

𝟑
𝟏

ّّ×C 
𝟔
𝟑

ّ
ّ

ّ  
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11

ّ
 أكتب فراغ العينة للتجارب التالية: .1

 وقطعة نقدية معاً مرة واحدة لقاء مكعب نرد إ (أ

 .راتـــإلقاء قطعة نقدية ثلاث م (ب

 ، وسألناها عن أطفال4ّّياً من الأسر التي لديهاإذا أخترنا أسرة واحدة عشوائـ( ج

 .ل من أطفالها هل هو ذكر أم أنثىكل طف        

 خدم مسحوق ، وسألنا كل واحدة منهن هل تستإذا أخترنا ثلاث نساء عشوائياً( د

 .لملابس أم لاتايد لغسل ا      

ل الأحداث جزئية التي تمث، أكتب الفئات الجربة إلقاء قطعة نقدية ثلاث مراتفي ت. 2

  :التالية، مع ذكر نوع الحدث

 .الحصول على ظهريين أو أكثرأ( 

 .هـــالحصول على ثلاثة أوجب( 

 .الحصول على وجه في الرمية الأولى-ج

 لاثة أوجه أو أقل.الحصول على ث-د

 الحصول على أربعة أوجه -هـ 

، ما هو الحدث المكمل لحدث الحصول على في تجربة إلقاء قطعتي نقود معاً. 3

 وجهين على الأقل ) وجهين أو أكثر ( ؟

، ما هو الحدث المكمل لحدث الحصول على مجموع كعبي نردمإلقاء ّتجربةّفي. 4

 أو اقل؟ 8ّيساوي
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ّ،5ّّعلى مجموع أقل من الحصول هوAّّنرد، وكان الحدث إذا ألقينا مكعبي. 5
حصول على هو الCّّوالحدثّ،11ّهو الحصول على مجموع أكبر منBّوالحدث 

 ؟ين متنافيين وأيهما غير متنافيين. فأي حدثنفس العدد على المكعبين

ان يربطان المدينة ب ، ويوجد طريقببالمدينة  ،أطرق تربط المدينة 4ّّتوجد. 6

، جـ ماراإلى  ،أافر من ، فما عدد الطرق التي يمكن أن يسلكها المسنة جـبالمدي

 ؟ببالمدينة 

 كتب مختلفة في رف؟5ّبكم طريقة يمكننا أن نرتب . 7

 :تلاميذ في صف، بحيث3ّوّن أن يجلس أستاذبكم طريقة يمك. 8

 .يمكن أن يجلس الأستاذ في أي مقعد -أ

 يجب أن يجلس الأستاذ في المقعد الأول. -ب

كرات معاً من هذا 5ّّختيارايراد بيضاء(،6ّّحمراءّو4ّّ)ّكرات11ّّبهّصندوق. 9

 الصندوق، فأحسب ما يلي:

 .كرات5ّّنختار بها من هذا الصندوقعدد الطرق التي يمكن أن  -أ

كرات 4ّو عدد الطرق التي يمكن أن نختار بها من هذا الصندوق كرة حمراء، -ب

 بيضاء.

ّ  
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ّ(ّطرقّحسابّالاحتمالات:1-6)
مال هو مقياس عددي يعبر عن مقدار ثقتنا في إمكانية ظهور حدث ما غير الاحت

، هما . وتوجد طريقتان لحساب الاحتمالمؤكد الحدوث عند إجراء تجربة معينة

 (.لتكرار النسبيطريقة االطريقة التقليدية )الطريقة الكلاسيكية(، والطريقة التجريبية )

ّ
ّالتقليدية:(ّالطريقة1-6-1ّ)

يحسب صة الظهور، والطريقة عندما تكون كل نتائج التجربة لها نفس فرتستخدم هذه 

على عدد النتائج الكلية  ، بقسمة عدد النتائج التي تحقق الحدثاحتمال حدث ما

 .للحدث على عدد عناصر فراغ العينةالفئة الجزئية  ، أي بقسمة عدد عناصرللتجربة

لعدد عناصر الفئة الجزئية ورمزنا ّ،n   (S)ّفإذا رمزنا لعدد عناصر فراغ العينة بالرمز

 P(A)ّويرمز له بالرمز،Aّّفإن احتمال الحدث،ّ n   (A)بالرمز  Aّالتي تمثل الحدث

ّيحسب كما يلي :
ّ
ّ

 ولا نستطيع حساب الاحتمال التقليدي لأي حدث إلا إذا توفر الشرطان التاليان:

 إذا كانت نتائج التجربة لها نفس فرصة الظهور. .1

ّراغ العينة للتجربة العشوائية محدود، أي نستطيع أن نحدد عدد عناصرهأن يكون ف .2
n(S) . 

ّ

ّ
ّ،4ّّهو ظهور عدد أكبر منAّّعند إلقاء مكعب نرد مرة وحدة واعتبار أن الحدث

ّ.A حتمالافأحسب 

 (:24-1مثال )

 

𝒏(𝑨)

𝒏(𝐒)
 =  𝐏(𝐀) =

𝐀 عدد لنتائجا التي  تحقق الحدث
عدد النتائج الكلية للتجربة
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ّ:الحلّّّّ
ّS = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }ّّ:ةــــفراغ العينة لهذه التجرب
ّ A = { 5 , 6 }:هيAّّثل الحدثوالفئة الجزئية التي تم

ّ
6ّ=ّّّn(S)ّّ،ّّّّّّّّّّّّّّ2ّّّ=ّn(A)ّ

 وبالتالي فإن:

ّ:هو(4ّّّاحتمال ظهور عدد أكبر من)ّّ Aّحتمالا

𝐏(𝐀) =
𝒏(𝑨)

𝒏(𝑺)
=

𝟐

𝟔
 

ّ

ّ
 

 ؟تحيزة، فما احتمال ظهور وجهإذا ألقينا قطعة نقود غير م

 

ّ:الحلّّّ
ّS  = { H , T}ّ:فراغ العينة لهذه التجربة

 

 هو ظهور الوجه، أي أن:Aّّنفرض أن الحدث

              {ّHّ}ّّ=A 

ّّّّّّّّّّ2ّ(ّ=S)nّ،ّّّّ1ّ(ّ=A)nّ
𝑷(𝑨)ّ واحتمال ظهور وجه هو: =  

𝒏(𝑨)

𝒏(𝑺)
=

𝟏

𝟐
= 𝟎. 𝟓ّ

 
 
 
 
 
 

 (:25-1مثال )
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ّ
أطفال، وسألنا الأسرة عن كل 3ّّإذا اخترنا عشوائيا أسرة من الأسر التي لديها

اوي سذكراً ت فالها هل هو ذكر أم أنثى وافترضنا أن فرصة أن يكون المولودطفل من أط

 فرصة أن يكون المولود أنثى، فأحسب احتمال أن لدى الأسرة بنتين.

ّ
ّالحلّ:ّّ

ّلهذهّالعينةّفراغّفإن،gّّوللطفل الأنثى بالحرف،bّّرمزنا للطفل الذكر بالحرفّإذا .1
 التجربة كما يلي:

{bbb, bbg ,bgb ,gbb , bgg ,gbg, ggb , ggg}ّّ=Sّ
أن الطفل الأول ولد والطفل الثاني ولد والطفل bbbّّوالمقصود بالنتيجة

تعني الطفل الأول ولد والطفل الثاني ولد والطفل الثالث bbgّالثالث ولد، والنتيجة 

 ..وهكذا . بنت،

ضحة تحققه النتائج الموAّّفإن الحدث بنتين،هو أن للأسرة Aّّإذا فرضنا أن الحدث

 فيما يلي:

[bgg . gbg .ggb]ّّ=Aّ
ّ8ّ(ّ=S)ّn،ّّّ3ّ(ّ=A)nّ

 وبالتالي فإن الاحتمال المطلوب هو:

𝑷(𝑨) =  
𝒏(𝑨)

𝒏(𝐒)
=  

𝟑

𝟖
 

ّ
ّ(ّالطريقةّالتجريبيةّ)ّطريقةّالتكرارّالنسبيّ(ّ:1-6-2)

عند إجراء تجربة بالفعل وتكرار ها تحت نفس الظروف عدداً من المرات، 

ر النسبي لحدث معين بأنه عدد المرات التي يظهر فيها هذا الحدث فيعرف التكرا

 (:26-1مثال )
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ّوالاحتمال التجريبي لوقوع حدث العدد الكلي لمرات تكرار التجربة.مقسوماً على 
معين هو عبارة عن التكرار النسبي لظهوره، وذلك عند تكرار إجراء التجربة تحت 

 نفس الظروف عدداً كبيراً من المرات.

محسوب بطريقة التكرار النسبي قد يتغير عند زيادة تكرار إن الاحتمال ال

التجربة وحصولنا على معلومات جديدة بخصوص الحدث المطلوب، ولكن هذا 

التغيير يكون بسيطاً كلما زاد العدد الكلي لمرات تكرار التجربة. ويجب الانتباه أن 

ريقة ن الطالحقيقي الذي نحصل عليه م للاحتمالالتجريبي هو تقريب  الاحتمال

 الحقيقي كلما زاد عدد مرات إجراء التجربة. الاحتمالالتقليدية، ويزداد قرباً من 

من المرات تحت نفس الظروف، وكان عدد مرات ظهور nّّإذا كررنا تجربة ما عدد

 ي:ــــكما يلAّّمن المرات، فيعرف الاحتمال التجريبي للحدثmّّهوAّّالحدث

ّ
ّ
ّ
ّ

 ّ
، وكان عدد مرات ظهور مرة111ّّغير متحيزةنقود شخص ما قطعة  ألقى

 :لاحتمال التجريبي لظهور الوجه هو، فإن امرة48ّّالوجه

𝟒𝟖

𝟏𝟎𝟎
 = 0.48ّ

ّ
مرة، كان العدد الكلي لظهور 151ّّوعندما زاد عدد مرات تكرار التجربة إلى

 مرة، وأصبح الاحتمال التجريبي لظهور الوجه هو: 73ّالوجه

𝟕𝟑

𝟏𝟓𝟎
=  𝟎. 𝟒𝟖𝟔𝟔  

 (:27-1مثال )

 

  A =   التجريبي للحدث.حتمال ا
𝒎

𝒏
=

𝐀 ظهور الحدث عدد مرات 
العدد  الكلي لمرات إجراء التجربة
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أقترب ، كلما لإجراء التجربةونلاحظ أنه كلما زاد عدد المرات الكلية 

وهو احتمال الحصول على وجه عند إلقاء قطعة نقود ،1.51ّّالاحتمال التجريبي من

ة النقود عدداً أي أنه إذا رمينا قطع.ّ(25-1)ّقة التقليدية كما في مثالإذا استخدمنا الطري

 تكرار النسبي سوف يؤول إلى الاحتمال الحقيقي الذي، فإن الكبيراً من المرات

ل عليه ص. ويجب الانتباه أن الاحتمال التجريبي نحنحصل عليه من الطريقة التقليدية

 .لتقليدي يحسب بدون إجراء التجربة، بينما الاحتمال ابعد إجراء التجربة فعلاً 

ّ

ّ:(ّمسلماتّالاحتمال1-7)
ّبأنه دالة نطاقها فراغ العينة ومداها فئة ،ستطيع أن نعرف أي احتمال رياضياًن

 :ع بالمسلمات التاليةمتتيجب أن ي احتمال. وأي 1ّإلى1ّّالأعداد الحقيقية من

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

وسنفسر هذه المسلمة في ّ،1ّولا تقل عن ،1ّاحتمال لا تزيد قيمته عنفأي 

 فيما يلي: للاحتمالضوء التعريف التقليدي 

𝐏(𝐀) ّّّّّّّّّبماّأن:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ =
𝒏(𝑨)

𝒏(𝑺)
ّ

ّ
ّ.ة ـــــــــــــراغ العينـــــــر فــــــدد عناصـــــع :ّ𝒏(𝑺):ّحيث

𝒏(𝑨)ّ:ّدثــــل الحـــــي تمثـــــة التــــة الجزئيــــر الفئــدد عناصـــعAّ.ّ
ّلأي حدث يجب أن يكون محصوراً بينّ𝒏(𝐀)ّوبما أن عدد عناصر الفئة الجزئية 
، وذلك عندما لا تحتوي الفئة هي الصفرّ𝒏(𝐀)ّأي أن أقل قيمة يأخذهاّ،𝒏(𝐒)و1ّّّ

 أن : أي. 1إلى  1يجب أن تكون قيمته في المدى من  Aاحتمال أي حدث .1

 
 𝟎 ≤ 𝑷(𝑨) ≤ 𝟏 
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ّوذلكّ𝒏(𝑺)ّ، وأكبر قيمة يأخذها هيئية التي تمثل الحدث على أي عنصرالجز
التالي ناصر فراغ العينة، وبعندما تحتوي الفئة الجزئية التي تمثل الحدث على كل ع

ّ:فإن
𝟎 ≤ 𝒏(𝑨) ≤ 𝒏 (𝒔) 

 

 نحصل على :ّ𝒏(𝑺)ّطراف الثلاثة لهذه المتباينة علىوبقسمة الأ

𝟎

𝐧(𝐒)
 ≤  

𝐧(𝐀)

𝐧(𝐒)
≤

𝒏(𝑺)

𝒏(𝑺)
 

 

𝟎 ≤ 𝑷(𝑨) ≤ 𝟏 
ّ
ّ
ّ
ّ

 :وتفسير هذه المسلمة كما يلي

ّّ:حدثاً مؤكداً، فإنAّّإذا كان الحدث
n(A) =  n(S)         فإن وبالتالي       A    =  S 

 

𝐏(𝐀) = 𝑷(𝑺) =
𝒏(𝑺)

𝒏(𝑺)
=1 

ّ
ّ، فإن:حدثاً مستحيلاً Aّّوإذا كان الحدث

n(A)  =  n(∅)  : وبالتالي  فإن         A=    ∅ 

ّ
𝐏(𝐀) = 𝑷(∅) =

𝒏(∅)

𝒏(𝑺)
=

𝟎

𝒏(𝑺)
= 𝟎 

ّ

المؤكد يساوي واحد، واحتمال الحدث المستحيل يساوي  دثالحاحتمال .2

 :صفر، أي أن

P(∅ ) = 0                P(S) = 1 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

32 
 

ّ
ّ
ّ
ّ

 وتفسير هذه المسلمة كما يلي:

 :بما أن

𝐏(𝐀) =
𝒏(𝑨)

𝒏(𝑺)
                 𝑷(𝑩) =

𝒏(𝑩)

𝒏(𝑺)
 

 

𝐏(𝐀 ∪ 𝐁) =
𝒏(𝑨 ∪ 𝑩)

𝒏(𝑺)
= 

ّ
د ، فإن عداهمأي لا توجد عناصر مشتركة بين ،منفصلان B.Aّوبما أن الحدثين

العناصر الموجودة في مجموعة الاتحاد تساوي عدد العناصر الموجودة في 

 :، أي أنBّمضافاً إليها عدد العناصر الموجودة في المجموعةّ Aالمجموعة

 𝐏(𝐀 ∪ 𝐁) =
𝐧(𝐀 ∪ 𝐁)

𝐧(𝐒)
=

𝒏(𝑨) + 𝒏(𝑩)

𝒏(𝑺)
=

𝒏(𝑨)

𝒏(𝑺)
+

𝒏(𝐁)

𝒏(𝑺)
= 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) 

ّ
انت إذا ك يمها إلى أكثر من حدثين متنافيين، فمثلاً وهذه المسلمة يمكن تعم

 :فإنأحداث متنافية ّهي4A,   3A,    2A,  1Aّّّالأحداث

 

𝑷 (𝑨𝟏𝑼 𝑨𝟐𝑼 𝑨𝟑𝑼𝑨𝟒)   =  P   (𝑨𝟏) + 𝑷(𝑨𝟐) + 𝑷(𝑨𝟑) + 𝑷(𝑨𝟒)ّ
 وهكذا ......................

  

حدثين متنافيين ، أي الفئة الجزئية التي تمثل الحدث  B  ,  A إذا كان الحدثان .3

A  منفصلة عن الفئة الجزئية التي تمثل الحدثB : فإن 

P (A∪ 𝐵) = P(A) + P(B)  
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ّ
12

ّ
 :احتمال ظهورفأحسب  ،إذا ألقينا قطعتي نقود معاً .1

 .نتائج متشابهة على القطعتين -أ

 .وجه أو أكثر -ب

ّ.أوجه3ّّ-ـج
 :احتمال ظهورإذا ألقينا مكعب نرد، فأحسب  .2

 .3ّعدد أكبر من -أ

 .6و1ّّّعدد محصور بين -ب

ّ.8ّقل منعدد أّ-ـج
ّ.8ّظهور العددّ-د

 :احتمال الحصول على، فأحسب معاً قطع نقدية3ّّإذا ألقينا .3

 .الثلاثقطع النتائج متشابهة على  -أ

 وجهين أو أكثر.  -ب

ّل.ـــقأوجهين أو ّ-ـج
 :فأحسب ما يلي  ،معاً إذا ألقينا مكعبي نرد .4

 .11ّاويــــــــــــاحتمال الحصول على مجموع يس -أ

 .أو أكثر9ّّموع يساويجالحصول على م احتمال -ب

 .نــــــعلى أحد المكعبي3ّّن يظهر العددأ احتمالّ-ـج

الحصول على وجهين على  احتمال، فما لقينا قطعتي نقود ومكعب نرد معاًإذا أ .5

 ؟على مكعب النرد4ّّد وعدد أكبر منقطعتي النقو
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 أطفال، فأحسب4ّّعشوائياً عائلة واحدة من العائلات التي لديها اخترناإذا  .6

كون ساوي فرصة أن يتأن فرصة أن يكون المولود ذكر  بافتراضالاحتمالات التالية 

 :المولود أنثى

 .احتمال أن يكون الطفل الأول ولد -أ

 .ناث في العائلة يساوي عدد الذكورأن يكون عدد الإ احتمال -ب

 وحدة منها24ّّ، ووجدناوحدة منتجة من سلعة ما211ّّتشمل مجموعة اختيارتم  .7

 ؟أن تكون تالفة احتمالفما هذه المجموعة ن ماخترنا عشوائياً مفردة  ، فإذاتالفة

، ووجدنا عدد المدخنين مارجلاً من سكان مدينة 1211ّّمجموعة تشمل اختيارتم  .8

 من هذه المجموعةعشوائياً رجلاً  اخترنا، فإذا رجلاً 721ّّفي هذه المجموعة يساوي

 ؟ن يكون مدخناًأ احتمالفما 

مرات، وفاز علي 11ّّمرة، فاز محمد في25ّّ لعبة، وكرروهاأشترك محمد وعلي في .9

 هذه اللعبة فأحسب ما يلي:محمد وعلي ، فإذا لعبا دلًا في الباقيامرات، وتع8ّّفي

  .دــــــاحتمال فوز محم -أ

 .احتمال عدم فوز علي -ب

 ؟ما هي القيم التي لا تمثل احتمالات؟ ولماذا .11

 ،140  ، -140  ، 04.0  ،  14.1  ،340 ، -0440  :القيم هي

ّ
ّ

ّ
ّ
ّ
ّ

𝟐𝟎

𝟏𝟗
ّّ،𝟓

𝟑
ّّ،𝟐

𝟖
ّ
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ّ:(ّقانونّجمعّالاحتمالات1-8)
 

قانون جمع الاحتمالات هو القانون الذي نحسب منه احتمال اتحاد حدثين 

أو أكثر، وسنتعرض فيما يلي لقانون جمع الاحتمالات في حالة حدثين غير متنافيين، 

 وفي حالة حدثين متنافيين.

ّ
ّ:نيقانونّالجمعّلحدثينّغيرّمتنافي(1-8-1ّ)
ّ

مكن أن يحدثاً ي B  ,  Aّغير متنافيين أي أن الحدثينB  ,  Aّّالحدثانإذا كان 

∪ A)ّ، فإن احتمال حدوث الحدثمعاً في نفس الوقت 𝐁)ّّّيعني احتمال حدوثA  

، وهذا الحدث يمثله الأجزاء قلحدثين على الا، أي ظهور أحد الالاثنين معاًأو Bّ أو

ّ(. 4-1) ّالمظللة في شكل
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(4-1شكلّ)
𝐀)ّالحدث حدوث واحتمال ∪ 𝐁)ّ يساوي عدد العناصر التي تحتويها

∪ Aّمجموعة الاتحاد 𝐁ّ مقسوماً على عدد عناصر فراغ العينة، وبما أن عدد عناصر

مضافاً إليه عدد العناصر التي Aّّمجموعة الاتحاد يساوي عدد العناصر التي تحتويها

∩ A ّالتي تحتويها مجموعة التقاطعمطروحاً منه عدد العناصر Bّّتحتويها 𝐁،ّ لأن

∩ n (Aّعناصر مجموعة التقاطع 𝐁)ّ قد قمنا بجمعها مرتين، جمعناها مرة مع

S 

B 
A 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

36 
 

ولذا لابد من طرحها مرة واحدة حتى  ،Bّّومرة أخرى مع المجموعةAّّالمجموعة

 :أي أن نحصل على المجموع الصحيح ، 

ّ
𝐏(𝐀 ∪ 𝐁) =

𝒏(𝑨 ∪ 𝑩)

𝒏(𝑺)
=

𝒏(𝑨) + 𝒏(𝑩) − 𝒏(𝑨 ∩ 𝑩)

𝒏(𝑺)
 

ّ
=

𝐧(𝐀)

𝐧(𝐒)
+

𝒏(𝑩)

𝒏(𝑺)
−

𝒏(𝑨 ∩ 𝑩)

𝒏(𝑺)
= 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) 

ّ
يحسب من القانون B   ,  Aّّوبالتالي احتمال اتحاد أي حدثين غير متنافيين

 التالي والذي يطلق عليه قانون جمع الاحتمالات لحدثين غير متنافيين :

ّ
ّ
ّ

ّ:حيث
𝐏(𝐀 ∪ 𝐁):ّّحتمال ظهور الحدثاAّّأو الحدثBًّاحتمال  أي. أو الاثنين معا

 ظهور أحد الحدثين على الأقل.

P (A)ّّ:ّاحتمال ظهور الحدثAّ.ّ
P (B)ّّ:ّاحتمال ظهور الحدثBّ.ّ

𝐏(𝐀 ∩ 𝐁):ّّاحتمال ظهور الحدثين  AّوBّنفس الوقت معاً في.ّ

ّ:ني(ّقانونّالجمعّلحدثينّمتنافي1-8-2)
متنافيين أي أن وقوع أحدهما يمنع وقوع الأخر، أي لا  B, Aّإذا كان الحدثان

في Bّّوتحقق الحدثAّّتوجد نتائج مشتركة بينهما، أي لا توجد نتائج تحقق الحدث

P(A∪ 𝑩) = 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) 
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، أي وبذلك استحالة حدوثهما معاًّ(،5-1)ّنفس الوقت ، كما هو واضح في شكل

 :أن

𝐀 ∩ 𝐁 = ∅ 
ّ

𝐏(𝐀 ∩ 𝐁) = 𝟎 
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(5-1شكلّ)
 

ّالحدثحدوث متنافيين، فإن احتمال A،Bّّكون الحدثانوبالتالي عندما ي
𝑨 ∪ 𝑩،ّّيعني احتمال ظهور الحدثA ّأو ظهور الحدثBّ،: ويحسب كما يلي 

ّ
ّ

( لأن الحدثين أو الاثنين معاًفي هذه الحالة لا نستعمل عبارة ) أننالاحظ 

 .يان ولا يمكن الحصول عليهما معاًمتناف

لاحتمال المطلوب، يعني الاحتمال في ا أوكما يجب الانتباه أن وجود 

 المطلوب هو احتمال فئة الاتحاد، ونستطيع حسابه من قانون جمع الاحتمالات.

ّ

 ّ
ل على رقم فردي أو لقاء مكعب نرد مرة واحدة ما هو احتمال الحصوإعند 

ّ؟3ّرقم أكبر من
ّ

 (:26-1مثال )

S  

B A 

P(A∪ 𝑩) = 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) 
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ّالحل:ّ
 S= { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }ّّّّّّّفراغ العينة لهذه التجربة:

 نفرض أن:ل

 ردي.ــــــــيمثل حدث ظهور رقم فAّّالحدث

ّ.3ّيمثل حدث ظهور رقم أكبر منBّّالحدث

 𝐀 = {𝟏 , 𝟑 , 𝟓 }  𝑷(𝑨) =
𝟑

𝟔
 

B= {4 , 5 , 6 }                  P(B) = 
𝟑

𝟔
 

 

𝑷(𝑨 ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ:وبماّأن ∩ 𝑩) =  
𝟏

𝟔ّ𝑨 ∩ 𝑩 = {𝟓}ّ

 ؛جموعة التقاطع ليست مجموعة خالية، إذن الحدثان غير متنافيينم وبما أن

 ولحساب الاحتمال المطلوب نستخدم القانون التالي:

P(A∪ 𝑩) = 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) 

ّ
=  

𝟑

𝟔
+

𝟑

𝟔
 − 

𝟏

𝟔
    =     

𝟓

𝟔
 

 
ل اواحتمّ،1.71ّالإحصاء يساويمادة ح طالب ما في إذا علمت أن احتمال نجا 

فأحسب ،1.52ّّل أن ينجح في المادتين معاًواحتماّ،1.65ّأن ينجح في مادة الرياضة

 .ينجح في إحدى المادتين على الأقلاحتمال أن 

 :الحلّّّّ
، يعني احتمال أن إحدى المادتين على الأقل طالب فياحتمال أن ينجح ال

دث ، فهنا حمعاًاضة أو أن ينجح في المادتين ينجح في الإحصاء أو أن ينجح في الري

 :ضة غير متنافيين. فإذا فرضنا أنالنجاح في الإحصاء وحدث النجاح في الريا

 (:27-1مثال )

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

39 
 

ّ.يمثل النجاح في الإحصاءAّّالحدث 
 .ةـــيمثل النجاح في الرياضBّّالحدث

∪P(Aّ:فالاحتمال المطلوب هو 𝑩) = ? 

 :يــــــاة هــــــطالات المعــــــوالاحتم

ّ
P(A)=0.70              ,          P(B)= 0.65             ,         P(A∩ 𝑩) = 𝟎. 𝟓𝟐 

ّ
 : هو بالمطلوالاحتمال  فإن، غير متنافيينAّ،Bّ ّوحيث أن الحدثين

ّ
P(A∪ 𝑩) = 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) 

ّ

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ             =  0.70   +  0.65   –  0.52            =0.83 

ّ

ّ
ّ؟5ّ ما هو احتمال ظهور عدد زوجي أود مرة واحدة عند إلقاء مكعب نر

ّ
ّالحل:ّّّّّ

ّS= { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }ّفراغ العينة لهذه التجربة:

 لنفرض أن:

 .يمثل حدث ظهور عدد زوجيAّّالحدث

ّ.5ّددـــــــيمثل حدث ظهور الع Bّالحدث

𝑨 = {𝟐 , 𝟒 , 𝟔 }     𝑷(𝑨) =
𝟑

𝟔
 

 

       𝑷(𝑩) =
𝟏

𝟔
ّB = {5} 

 
    (𝑨 ∩ 𝑩) = { }       𝐏(𝐀 ∩ 𝑩) = 𝟎 

 (:28-1مثال )
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، ولحساب طع مجموعة خالية، إذن الحدثان متنافيانوبما أن مجموعة التقا

 :ل المطلوب نستخدم القانون التاليالاحتما

P(A∪ 𝑩) = 𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) 
ّ

=  
𝟑

𝟔
   + 

𝟏

𝟔
 =

𝟒

𝟔
=

𝟐

𝟑
 

ّ

ّ:(ّالاحتمالّالشرطي1-9)
حدهما يؤثر في ، أي أن ظهور أدثين غير مستقلينحB,Aّّإذا كان الحدثان

إذا  ،Bّّ. فالاحتمال الشرطي هو احتمال ظهور أحدهما وليكناحتمال ظهور الأخر

ّ. ويرمز لهذا الاحتمال بالرمزقد ظهر فعلاً Aّّخر وليكنعلمت أن الحدث الآ
P(B/A)ّ . أو فعلاً  قد ظهرAّّبشرط أن الحدثBّّويقرأ احتمال ظهور الحدث،

ّّ:قد ظهر فعلاً. ويحسب كما يليAّّإذا علمت أن الحدثBّّال ظهور الحدثاحتم
ّ
ّ
ّ
ّ

بشرط أن Aّيقرأ احتمال ظهور الحدث ّ،ّP(A/B)ّأما الاحتمال الشرطي

قد Bّّإذا علمت أن الحدثAّّ. أو احتمال ظهور الحدثقد ظهر فعلاً Bّّالحدث

 :ما يلي، ويحسب كظهر فعلاً 

 

ّ
ّ
ّ

𝑷(𝑩/𝑨) =
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝑷(𝑨)
 

 

<P(A): حيث 𝟎 

𝑷 (𝑨/𝑩) =
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝑷(𝑩)
 

 

 
<P(B)حيث : 𝟎 
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علاً أي تم وقوعه فعلاً، يكتب على يمين ظهر فلاحظ أن الحدث الذي 

، واحتماله يكون موجود في المقام. وذلك كما /( الشرطة، أي على يمين العلامة )

 هو واضح في العلاقتين السابقتين.

 :هحدثين مستقلين ، أي أنB , Aّّأما إذا كان الحدثان

ّ:فإنBّّلا يؤثر على احتمال ظهور الحدثAّّإذا كان ظهور الحدث
𝑷(𝑩/𝑨) =     𝑷(𝑩) 

ّ
ّ:فإنAّّلا يؤثر على احتمال ظهور الحدثBّّوإذا كان ظهور الحدث

ّ

𝑷(𝑨/𝑩) =     𝑷(𝑨) 
ّ

 
ظهور عدد زوجي إذا علمت ، ما هو احتمال إذا ألقينا مكعب نرد مرة واحدة  

ّ؟4ّالظاهر أكبر منّالعددّأن
ّ

ّ:الحلّّّّّّ
 S= {1,2,3,4,5,6}ّّّّّّ:فراغ العينة لهذه التجربة

ّ
 :لنفرض أن

 ي.ــــــور عدد زوجـــيمثل حدث ظهAّّالحدث

ّ.4ّنـــيمثل حدث ظهور عدد أكبر مBّّالحدث            

 (:29-1مثال )
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، فعلاً يوضع على يمين العلامة )/(كما ذكرنا سابقاً أن الحدث الذي ظهر 

 ّإذن الاحتمال المطلوب هوّ،Bّوبما أن الحدث الذي علمنا أنه ظهر أعطيناه الرمز
P (A/B)  : ويحسب كما يلي 

P (A/B)  = 
𝑷(𝑨∩𝑩)

𝑷(𝑩)
                                                  ّ

∩Aّّّّّّّّّّبماّأن: 𝑩 = {𝟔}   ,   𝑩 = {𝟓  , 𝟔}                𝑨 = {𝟐, 𝟒 , 𝟔 }ّ
P (𝑩)ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ:إذن =

𝟐

𝟔 
                      P (𝑨 ∩B) = 

𝟏

𝟔
ّ

 =   
𝟏

𝟔⁄

𝟐
𝟔⁄
  =   

𝟏

𝟐
 P (A/B)  = 

𝑷(𝑨∩𝑩)

𝑷(𝑩)
ّ

 ّ
 مدرسة مصنفه حسب الجنسية والمستوى التعليمي كما يلي:51ّّبهامدرسة 

ّالجنسيةّّّّّّّّّّ
ّيّـــــالمستوىّالتعليم

ّةـــغيرّليبيّةــــــليبي

 6 11 خريجة معهد
 4 .. خريجة جامعة

 .سة واحدة عشوائياًنهن مدر  م اخترنا

 ؟عة، فما احتمال أن تكون خريجة جامأنها ليبية علمت إذا   -أ

 ؟إذا علمت أنها خريجة جامعة، فما احتمال أن تكون ليبية   -ب

ّ
ّ:الحلّّّّ

 :نفرض أن

ســـهو أن تكAّّالحدث  .ةـــــــــــــة ليبيـــــون المدرَّ

سة خريجة جامعّ Bّالحدث  ة .هو أن تكون المدرَّ

 (:31-1مثال )
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ّ
 ويحسب كما يلي : ،   P (B/A) هو،ّ)أ(ّالاحتمال المطلوب في -أ

P(B/A)  = 
𝑷(𝑨∩𝑩)

𝑷(𝑨)
ّ

سة ليبيةا هو P (A) حيث ، وهو يساوي عدد المدرسات حتمال أن تكون المدرَّ

ّ، أي يساوي :قسوماً على العدد الكلي للمدرساتالليبيات م
P (A)  = 

𝟒𝟎

𝟓𝟎
ّ

ّ
𝐏(𝑨و ∩ 𝑩)ّن تكون المدرسة ليبية وخريجة جامعة في نفس الوقت، هو احتمال أ

وهو يساوي عدد المدرسات الليبيات الخريجات من الجامعة مقسوماً على العدد 

 الكلي للمدرسات ، أي يساوي :

𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) =
𝟐𝟐

𝟓𝟎
 

 :ة جامعة مع العلم بأنها ليبية هوإذن احتمال أن تكون خريج

𝑷(𝑩/𝑨) =  
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝐏(𝐀)
=

𝟐𝟐/𝟓𝟎

𝟒𝟎/𝟓𝟎
=

𝟐𝟐

𝟒𝟎
= 𝟎. 𝟓𝟓 

ّ
 ويحسب كما يلي :،ّ𝑷(𝑨/𝑩)ّهو)ب(،ّّالاحتمال المطلوب في -ب

𝑷(𝑨/𝑩) =  
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝐏(𝐁)
 

ّ
سة خريجة جامعة، وهو يساوي عدد ّP(B)ّحيث هو احتمال أن تكون المدرَّ

 المدرسات خريجات الجامعة مقسوماً على العدد الكلي للمدرسات، أي:

𝑷(𝑩) =
𝟐𝟔

𝟓𝟎
 

 :ة مع العلم بأنها خريجة جامعة هوإذن احتمال أن تكون ليبي

ّ
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𝑷(𝑨/𝑩) =  
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝐏(𝐁)
=

𝟐𝟐/𝟓𝟎

𝟐𝟔/𝟓𝟎
=

𝟐𝟐

𝟐𝟔
= 𝟎. 𝟖𝟒𝟔𝟏 

ّ

 
، فإذا سحبنا منه كرتين عشوائياً، كرات حمراء4ّوّكرات بيضاء6ّّصندوق به 

 ؟تمال أن تكون الثانية حمراءما اح، فوعملت أن الكرة الأولى بيضاء

 .ثانيةمع عدم ترجيع الكرة الأولى قبل سحب الكرة ال .1

 .ةــــــــرة الأولى قبل سحب الكرة الثانيمع ترجيع الك .2

ّ
ّ:الحلّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

 :رض أنـــنف

 هو أن تكون الكرة الأولى بيضاء.Aّّالحدث

 هو أن تكون الكرة الثانية حمراء.ّ Bّالحدث

دوق في هذه التجربة يعتبر كأنه فراغ العينة، لأنه يحتوي على كل الكرات الصن

 التي يمكن أن تظهر لنا منها كرة )أي يحتوي على كل النتائج الممكنة(.

ّّ𝐏(𝐁/𝐀)ّالاحتمال المطلوب هو وهو احتمال أن تكون الكرة الثانية حمراء مع ،

 .بيضاء التي سحبت من الصندوق كانتالعلم بأن الكرة الأولى 

، لتحديد هذا الاحتمال رة الأولى قبل سحب الكرة الثانيةالك عدم ترجيعفي حالة  .أ

B,Aّّ، فهنا الحدثانالصندوق بعد عملية السحب الأولى يجب معرفة ما تبقى في

، وذلك لأننا لم نرجع الكرة المسحوبة في المرة الأولى إلى غير مستقلينحدثان 

ياته ، وبالتالي يتأثر احتمال ظهور كرة حمراء. الصندوق، مما يؤدي إلى تغير محتو

حمراء. فاحتمال أن تكون 4ّوّبيضاء5ّّ:كرات هي9ّّأن الباقي في الصندوق وحيث

 (:31-1مثال )
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 ولى بيضاء يساوي عدد الكراتالكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء مع العلم أن الأ

 لمتبقية، أيالحمراء المتبقية في الصندوق مقسوماً على العدد الكلي للكرات ا

 الاحتمال المطلوب هو:

𝑷(𝑩/𝑨) =
𝟒

𝟗
 

أن  أي، نمستقليالكرة الأولى قبل سحب الثانية، يكون الحدثان  ترجيعفي حالة ّب.

ظهور كرة بيضاء في السحبة الأولى لا يؤثر في احتمال أن تكون الثانية حمراء، لأننا 

عنا ير، ويات الصندوق لم تتغالكرة الأولى قبل سحب الثانية، وبالتالي فمحت رجَّ

 فكأننا لم نسحب منه أي كرة ولذلك فإن:

𝟒=ّاحتمال أن تكون الثانية حمراء

𝟏𝟎
ّ

 

 

يجب الانتباه إلى أن اختيار الأشخاص دائماً مع عدم الإرجاع، حتى إذا لم يذُكر ذلك 

 سئلة على نفس الشخص أكثر من مرة.صراحة. فليس من المنطق أن نعيد نفس الأ

 

ّ(ّقانونّضربّالاحتمالات:1-11)
ّفإننا نستطيع الحصول علىّ،Sّأي حدثين في فراغ العينةB, Aّّإذا كان الحدثان

𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)ّ،ّأي احتمال ظهورAّّّوBّ:معاً في نفس الوقت، كما يلي 

ّ

ّ:قانونّالضربّلحدثينّغيرّمستقلينّ(1-11-1)
هو الذي تم Aّّغير مستقلين، والحدثB , Aّّعلمنا أنه عندما يكون الحدثان

 ، فإن الاحتمال الشرطي يحسب كما يلي :ظهوره أولاً 

 ملاحظة:
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𝑷(𝑩/𝑨) =
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝐏(𝐀)
      ،               𝐏(𝐀) > 𝟎 

ّ

 ّّ ابـــــــة بحســـة الخاصــــج الصيغــــتنتسة نـــذه الصيغـــن هــوم
 أن:فنجد 

، فإن احتمال هو الذي تم ظهوره أولاً Aّّوبالتالي نجد انه إذا كان الحدث

معاً في نفس الوقت يحسب من الصيغة التالية التي BّوAّّالحصول على الحدثين

 :ب الاحتمالات لحدثين غير مستقلينيطلق عليها قانون ضر

 

ّ
ّ

ّ(ّقانونّالضربّلحدثينّمستقلين:1-11-2)
 مستقلين ، فقد علمنا انه:B , Aّّأما إذا كان الحدثان

𝑷(𝑩/𝑨)  = 𝑷(𝑩) 
ّ

 تصبح صيغة قانون ضرب الاحتمالات عندما يكون الحدثانوبالتالي 

 B ,A:ّمستقلين كما يلي
ّ

ّ
ّ
ّ

Aّّّ، فالحدث الذي يقصد به ظهورمقروناً بمفهوم التقاطع والحرف ّ Bّو
∩Aّ، يعني ظهور الحدثمعاً 𝑩ّ ، يع حساب احتمال حدث من هذا النوعونستط،

ّالتقاطع مة عدد عناصر مجموعة، أي بقسلتعريف التقليدي للاحتمال مباشرةبتطبيق ا
n(A∩ 𝑩)ّّعلى عدد عناصر فراغ العينةn(S)، ستخدام قانون ضرب الاحتمالات.اأو ب 

P(A∩ 𝑩)  = 𝑷(𝑨). 𝑷(𝑩) 

 ملاحظة:
 

𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝐏(𝑨). 𝑷 (𝑩 𝑨 )    𝑷 (𝑨) > 𝟎 

𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) =  𝐏(𝑨).  𝑷 (𝑩 𝑨 )        𝑷 (𝑨) > 𝟎 
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ّ

 
، فإذا سحبنا منه كرتين كرات خضراء11ّوّكرات بيضاء 5صندوق به  

 ؟كون الأولى خضراء والثانية بيضاء، فما احتمال أن تعشوائياً

 .اعـــــفي حالة السحب مع عدم الإرج .أ

 اع.ــــع الإرجـــب مــــة السحــــفي حالب. 

ّ
ّالحل:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

ّ:نفرضّأن
 هو أن تكون الكرة الأولى خضراء.Aّّالحدث

 اء.ــــــهو أن تكون الكرة الثانية بيضّ Bالحدث

 :الاحتمال المطلوب هو

P(A ∩ 𝐁)  = ?ّ
ّ

ّ -أ ن الأحداث غير مستقلة، ويحسب حالة أنّ السحب تم مع عدم الإرجاع، تكوفي

 الاحتمال المطلوب كما يلي:

ّ

P(A∩ 𝐁)  = 𝐏(𝐀). 𝐏(𝐁/𝐀) 
𝟓

𝟐𝟏
=ّّ 

𝟓

𝟏𝟒
ّ×ّّ𝟏𝟎

𝟏𝟓
ّّ=ّ

ّ
ّف -ب ويحسب الاحتمال  ، تكون الأحداث مستقلة،حالة أنَّ السحب تم مع الإرجاعي

 :المطلوب كما يلي

P(A∩ 𝑩)   =    𝐏(𝑨)  . 𝑷(𝑩)                             ّ
𝟐

𝟗
  ّّ=ّّ𝟓

𝟏𝟓
ّّّ×𝟏𝟎

𝟏𝟓
ّّّ=ّّّ

ّ

 (:32-1مثال )
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 ّ
ا سحبنا منه كرتين عشوائياً، كرة سوداء، فإذ14ّوّكرات بيضاء6ّّصندوق به

 فما احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون؟

 حالة السحب مع عدم الإرجاع.في  .أ

 اع.ـع الإرجـب مـــة السحـــفي حالب. 

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ
ّالحل:

ّ
الاحتمال المطلوب هو احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون، أي احتمال أن 

 تكون الكرتان بيضاء أو أن تكون الكرتان سوداء.

ّ:نفرضّأن
 .اءـــهو أن تكون الكرة الأولى بيض 1Wالحدثّ

 اء.ــــــهو أن تكون الكرة الثانية بيض 2Wالحدثّ

 وداء.ـــتكون الكرة الأولى س هو أن  1Bّالحدث

ّوداء.ـــــهو أن تكون الكرة الثانية س 2Bّالحدث
ّ
ّ

ّ:الاحتمالّالمطلوبّهو
 

يعني تقاطع  و ، وكما ذكرنا سابقاً أن حرف(2Bو1Bّّ(ّأوّ)2Wّو1wّّ)ّّاحتمال

 :يعني اتحاد، إذن الاحتمال المطلوب هو أووحرف 
ّ

P ((𝐖𝟏 ∩ 𝐖𝟐)  ∪ (𝐁𝟏 ∩ 𝐁𝟐) ) = ?ّ

 : (33-1مثال )
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وبما أن حدث الحصول على كرتين بيضاء وحدث الحصول على كرتين 

، وباستخدام قانون جمع ، لأنهما لا يمكن أن يظهرا معاًسوداء، هما حدثان متنافيان

 : الاحتمال المطلوب مساوياً ما يليالاحتمالات لحدثين متنافيين يكون 

∩ 𝒘𝟐) +  𝑷(𝑩𝟏 ∩ 𝑩𝟐)1wP (𝐏 ((𝑾𝟏 ∩ 𝑾𝟐) ∪ (𝑩𝟏 ∩ 𝑩𝟐)) =   ّ
ّ

 حيث:  وبتطبيق قانون الضرب نحصل على الاحتمال المطلوب،

 :الاحتمال المطلوب في حالة السحب مع عدم الإرجاع -أ

∩ 𝐰 𝟐)  ∪ (𝐁𝟏 ∩ 𝐁𝟐)) = 𝐏(𝐖𝟏 ∩ 𝐖𝟐) + 𝐏(𝐁𝟏 ∩ 𝐁𝟐)1w((Pّ
                                                                              = 𝑷(𝒘𝟏)𝑷(𝑾𝟐/𝑾𝟏) + 𝑷(𝑩𝟏)𝑷(𝑩𝟐/𝑩𝟏) 

ّ
𝟑𝟎+𝟏𝟖𝟐

𝟑𝟖𝟎
ّّّ(ّ=𝟏𝟑

𝟏𝟗
ّّّّّ×𝟏𝟒

𝟐𝟎
ّّّّّ(ّ+ّ)𝟓

𝟏𝟗
ّّّّّ×𝟔

𝟐𝟎
ّّ=ّّّ)ّ

ّ
 :الاحتمال المطلوب في حالة السحب مع الإرجاع -ب

P((𝒘𝟏 ∩ 𝒘𝟐)  ∪ (𝑩𝟏 ∩ 𝑩𝟐)) = 𝑷(𝑾𝟏 ∩ 𝑾𝟐) + 𝑷(𝑩𝟏 ∩ 𝑩𝟐) 

  = 𝑷(𝑾𝟏)𝑷(𝑾𝟐) + 𝑷(𝑩𝟏)𝑷(𝑩𝟐) 

ّ
𝟑𝟔+𝟏𝟗𝟔

𝟒𝟎𝟎
ّّّ(ّ=𝟏𝟒

𝟐𝟎
ّّّّّ×𝟏𝟒

𝟐𝟎
ّّّّّ(ّ+ّ)𝟔

𝟐𝟎
ّّّّّ×𝟔

𝟐𝟎
ّّ=ّّّ)ّ

ة في بداية عد المذكورفيما يلي نعرض بعض الأمثلة التي نستعين لحلها بطرق ال

 هذا الفصل.

 

ّ
د خانات، ولكي يفتح يجب أن يُحدد في كل خانة عد4ّّقفل خزنة يتكون من

 ؟فما احتمال سرقة هذه الخزنةّ،9ّإلى1ّّمن الأعداد الصحيحة من

 

 

 (:34-1مثال )

=0.5578ّ
 

1.5811=ّ
 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

51 
 

ّالحل:ّّّّّّ
مراحل 4ّّأيّخانات4ّّسنستعين لحل هذا المثال بقاعدة الضرب، فهنا لدينا

كل أي  ،9...،ّ،1ّ،1ّيها أي عدد من الأعداد الصحيحةأن نضع فوكل خانة ممكن 

ّّ، وبالتالي فإنمرحلة ممكن إنجازها بعشرة طرق

ويكون العدد الكلي للحالات التي يمكن أن نضبط عليها خانات قفل الخزنة )عدد 

 عناصر فراغ العينة( يساوي:

10000 = (10) (10) (10) = (10) 4n3n2n1nّ
ّ

، يمكن أن نضبط عليها خانات قفل هذه الخزنة ةحال 11111 أي توجد

وبالطبع حالة واحدة فقط من هذه الحالات هي التي تفتح قفل الخزنة )الحالة التي 

 يستعملها صاحب الخزنة(، إذن احتمال سرقة هذه الخزنة أي احتمال فتحها هو:

𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎
= 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 

ّ

ّ
طلبة في  3مدرسين و 3س مدير وإذا طلبنا من أحد الأشخاص أن يرتب جلو 

 فأحسب ما يلي: إلى 1مقاعد مرقمة من 

  احتمال أن يجلس المدير والمدرسين الثلاثة في المقاعد الأربعة الأولى، ثم الطلبة     -أ

 في المقاعد الباقية.  

 لمقاعد ا في الثلاثة الأول ثم يجلس المدرسيناحتمال ان يجلس المدير في المقعد  -ب

 ، ثم يجلس الطلبة في بقية المقاعد.ثاني والثالث والرابعال         

 

 

 (:35-1مثال )

𝒏𝟒 = 𝟏𝟎  ، 𝒏𝟑 = 𝟏𝟎  ، 𝒏𝟐 = 𝟏𝟎 ، 𝒏𝟏 = 𝟏𝟎 
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 :لـالح                  
ا لحل ، وبالتالي طريقة العد التي سنستعين بهنهتم بالترتيبواضح في هذا المثال أننا 

 . فيكون:قاعدة التباديلي ههذا المثال، 

 7! =شخاص في صف أ 7رتب بها عدد الطرق الكلية التي يمكن أن ن
احتماله هو أن يجلس المدير والمدرسين الثلاثة في المقاعد الحدث المطلوب  .أ

 الأربعة الأولى، ويجلس الطلبة في بقية المقاعد. فهنا كأن الحدث يتم على مرحلتين:

 يقوم فيها بترتيب المدير والمدرسين الثلاثة في المقاعد الأربعة    : 

 .4!ّ= رقذلك بعدد من الط مالأولى ويت                                  
 ويتم ذلك  ،يقوم فيها بترتيب الطلبة الثلاثة في المقاعد الثلاثة الباقية   : 

 .3!ّ=ّبعدد من الطرق                                
الطرق التي تحقق الحدث المطلوب وبتطبيق قاعدة الضرب نحصل على عدد 

 (.4)!ّ(3!)ّ=عناصر الفئة الجزئية للحدث( وهو  دد)ع
 إذن الاحتمال المطلوب يساوي:

(𝟒!) (𝟑!)

𝟕!
=

𝟏

𝟑𝟓
 

الحدث المطلوب احتماله هو ان يجلس المدير في المقعد الأول والمدرسين الثلاثة  .ب

ا كأن الحدث فهن ،ويجلس الطلبة في بقية المقاعد ،المقاعد الثاني والثالث والرابع في

 :مراحل3ّّيتم على

ّّّّّّّّّّالمقعد الأول، ويتم ذلك بعدد منيقوم فيها بوضع المدير في        :
ّ.1=ّ!ّالطرقّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

 الثالث  المقعد الثاني ويقوم فيها بترتيب المدرسين الثلاثة في   :

ّ.3=ّ!ّوالرابع، ويتم ذلك بعدد من الطر ق                                     
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   يقوم فيها بترتيب الطلبة الثلاثة في المقاعد الثلاثة الباقية، ويتم     

 3=ّ!بعدد من الطرق  ذلك                                    

وبتطبيق قاعدة الضرب نحصل على عدد الطرق التي تحقق الحدث المطلوب 

ّ(.1()!3()!3=ّ)!ّعناصر الفئة الجزئية للحدث( وهو )عدد

  إذن الاحتمال المطلوب يساوي:

(𝟏!)(𝟑!)(𝟑!)

𝟕!
=

𝟏

𝟏𝟒𝟎
 

 ّ
طلبة، فإذا اخترنا عشوائياً من هذا 7ّوّطالبات8ّّفصل دراسي يحتوي على

فما )طبعاً الاختيار تم مع عدم الإرجاع(، أشخاص 5ّّمجموعة تتكون منالفصل 

 طالبات وطالبين؟ 3ل أن تحتوي هذه المجموعة على احتما

ّالحل:ّّّّّ
طالبات 3ّّالاحتمال المطلوب هو احتمال اختيار مجموعة تتكون من

وطالبين، وبالطبع نهمل الترتيب، وهذا الاحتمال يساوي عدد النتائج التي تحقق هذا 

 الحدث مقسوماً على العدد الكلي للنتائج الممكنة.

يقة العد ، وبالتالي طرهمال الترتيبابالاختيار مع ال أننا نهتم المثواضح في هذا 

 فيكون:  قاعدة التوافيقالتي سنستعين بها لحل هذا المثال هي 

يساوي العدد الكلي للطرق العدد الكلي للنتائج الممكنة )عدد عناصر فراغ العينة( 

ّ:أي يساويّ(،7+8)ّشخص15ّّاشخاص من4ّّتار بهاالتي يمكن أن نخ
ّ

𝑪𝟓
𝟏𝟓 =

𝟏𝟓!

𝟓! (𝟏𝟓 − 𝟓)!
=

𝟏𝟓 × 𝟏𝟒 × 𝟏𝟑 × 𝟏𝟐 × 𝟏𝟏 × 𝟏𝟎!

𝟓! × 𝟏𝟎!
= 𝟑𝟎𝟎𝟑 

ّ

 (:36-1مثال )
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وعدد الطرق التي تحقق الحدث المطلوب يساوي عدد الطرق التي يتم بها 

طلبة، أي كأن الاختيار يتم 7ّّطالبات واختيار طالبين من8ّّطالبات من3ّّاختيار

رق عدة الضرب وقاعدة التوافيق، نجد أن عدد الطعلى مرحلتين، وبالتالي فبتطبيق قا

 التي تحقق الحدث المطلوب هو: 

𝑪𝟑
𝟖    𝑪𝟐

𝟕 =
𝟖!

𝟑! × 𝟓!
×

𝟕!

𝟐! × 𝟓!
= 𝟏𝟏𝟕𝟔 

ّ
.𝟎  =ّّّ:هو إذن الاحتمال المطلوب 𝟑𝟗𝟏𝟔ّ=

𝟏𝟏𝟕𝟔

𝟑𝟎𝟎𝟑
ّ

 :يـــــــــــا يلــــدة كمــــواح وةــــي خطــوب فــــال المطلــــاب الاحتمـــع حســـونستطي

𝑪𝟑 ّّّّ:وــــــــه الاحتمال المطلوب
𝟖 𝑪𝟐

𝟕

𝑪𝟓
𝟏𝟓 = 𝟎. 𝟑𝟗𝟏𝟔=ّ

ّ
 

عندما تتم عملية السحب العشوائي للمفردات بدون إرجاع، نستطيع حساب 

ق يأي احتمال مطلوب باستخدام قوانين الاحتمالات أو باستخدام قاعدة التواف

. لأنه عند إيجاد التوافيق لا نختار نفس المفردة نحصل على نفس النتيجة تماماًو

 مرتين، أي كأن السحب تم بدون إرجاع.

باستخدام (33ّ-1)ّالخاص بالمثالّ)أ(ّفمثلاً نستطيع حساب الاحتمال المطلوب في

 قاعدة التوافيق، وذلك كما يلي:

ّ( يساوي العدد الكلي للطرقالعينةعدد عناصر فراغ العدد الكلي للنتائج الممكنة )
 ، أي يساوي:(14+6)ّكرة بالصندوق21ّّالتي يمكن أن نختار بها كرتين من

𝑪𝟐
𝟐𝟎 = 

𝟐𝟎! 

𝟐!(𝟐𝟎−𝟐)!
   =  

𝟐𝟎!

𝟐!𝟏𝟖!
 =  𝟏𝟗𝟎 

ويتحقق الحدث المطلوب عندما تكون الكرتان بيضاء أو عندما تكون الكرتان 

 افيان، وبالتالي:سوداء، وهما حدثان متن

 حظة:ملا
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 احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون يساوي:

 احتمال أن تكون الكرتان سوداوين. +احتمال أن تكون الكرتان بيضاوين 

 ي:ــــــــــــفبتطبيق قاعدة التوافيق، نستطيع أن نحسب كلا من هذين الاحتمالين كما يل

رتين كّي يمكن أن نختار بهااحتمال أن تكون الكرتان بيضاء يساوي عدد الطرق الت

21ّّكرات بيضاء بالصندوق مقسوماً على العد الكلي لاختيار كرتين من6ّّبيضاء من
 أي يساوي: بالصندوق،كرة 

𝑪𝟐
𝟔

𝑪𝟐
𝟐𝟎 =

𝟏𝟓

𝟏𝟗𝟎
 

واحتمال أن تكون الكرتان سوداوين يساوي عدد الطرق التي يمكن أن نختار 

رات سوداء بالصندوق مقسوماً على العد الكلي لاختيار ك 14ّبها كرتين سوداوين من

 كرة بالصندوق، أي يساوي:21ّكرتين من 

𝑪𝟐
𝟏𝟒

𝑪𝟐
𝟐𝟎 =

𝟗𝟏

𝟏𝟗𝟎
 

ّ

𝟗𝟏ّ=1.5578ّّّإذن الاحتمال المطلوب

𝟏𝟗𝟎
+

𝟗𝟐

𝟏𝟗𝟎
ّّ=ّ

 وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها بحل المثال عن طريق قانون الضرب في

حالة عدم الإرجاع. وبالتالي في حالة الاختيار مع عدم الإرجاع يستطيع الطالب أن 

يستخدم قانون الضرب أو التوافيق، مع العلم بأن قاعدة التوافيق أسهل بكثير عندما 

 يزيد عدد المفردات المختارة على أثنين.

ّ  
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ّ
ّ
 

ية، فراغ ائتعرضنا في هذا الفصل لتعريف مصطلحات هامة وهي التجربة العشو

العينة، الحدث وأنواعه، ثم تطرقنا إلى الطرق التي تساعدنا في معرفة عدد عناصر فراغ 

العينة وعدد عناصر الفئة الجزئية التي تمثل الحدث وهي )قاعدة الضرب، التباديل، 

قة التجريبية، والطريّالتوافيق(، ثم درسنا كيفية حساب الاحتمال بالطريقة التقليدية

 يحسب كما يلي:ّ Aّال التقليدي للحدثحيث الاحتم

ّ
ّ
ّ
 

 يحسب كما يلي :ّ Aأما الاحتمال التجريبي للحدث

ّ
ّ
ّ

 تم عرضنا القوانين المستخدمة لحساب الاحتمالات وهي:

 قانون جمع الاحتمالات ويستخدم للحصول على احتمال اتحاد حدثين، حيث: 

∪P(Aعندما يكون الحدثان غير متنافيين -1 𝐁) = 𝐏(𝐀) + 𝐏(𝐁) − 𝐏(𝐀 ∩ 𝐁)ّ

∪P(Aّّّّّّّّّّّّّّّّّّّعندما يكون الحدثان متنافيين -2 𝐁) = 𝐏(𝐀) + 𝐏(𝐁 

 

ّبشرط أن الحدثّ Bوهو احتمال ظهور الحدث ،𝐏(𝐁/𝐀)ّقانون الاحتمال الشرطي
A ّ:قد ظهر فعلاً . ويحسب كما يلي 

 ملخص الفصل الأول

P(A) =
𝐴 عدد النتائج التي تحقق الحدث

عدد النتائج الكلية للتجربة
=

𝑛(A)

𝑛(𝑆)
 

𝒎

𝒏
=

𝑨 ظهور الحدث عدد مرات 
العدد الكلي لمرات إجراء التجربة

= 𝑨ا.حتمال التجريبي للحدث  
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𝐏(𝐁/𝐀) =
𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

𝑷(𝑨)
 

 

 ، حيث:قاطع حدثينل تقانون ضرب الاحتمالات، ويستخدم لحساب احتما

∩P(Aّّّّّّّّعندما يكون الحدثان غير مستقلين .1 𝐁) = 𝐏(𝐀). 𝐏(𝐁/𝐀)ّ
∩P(Aّ                   نــــــــعندما يكون الحدثان متنافيي .2 𝐁) = 𝐏(𝐀). 𝐏(𝐁) 

ّ  
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13

ّّ
 :احتمال الحصول علىإذا ألقينا مكعب نرد، فاحسب . 1

 .4ّمن أكبرعدد زوجي أو عدد     -أ

 .6ّددــــــــــــــــعدد فردي أو الع  -ب

 ، فاحسب ما يلي:معاً قطع نقدية 3ذا ألقينا إ  .2

 .وجوه3ّّاحتمال الحصول على نتائج متشابهة أو -أ

 ن.ــــــــــــن أو ظهريـاحتمال الحصول على وجهي -ب

 ، فأحسب ما يلي:معاً إذا ألقينا مكعبي نرد .3

 أو نتائج متشابهة على المكعبين.11ّّاحتمال الحصول على مجموع أكبر من -أ

 .12ّأو مجموع يساوي8ّّمجموع يساوياحتمال الحصول على  -ب

الحصول على الحدثين معاً  واحتمالّ،P(A) = 0.45ّ،P(B) = 0.65ّ:إذا علمت أن .4

 .تمال ظهور أحد الحدثين على الأقلفاحسب احّ،1.21=ّ

واحتمال ّ،1.71ّحصاء يساويب ما في مادة الإإذا علمت أن احتمال أن ينجح طال .5

الأقل  أن ينجح في إحدى المادتين علىواحتمال ،1.62ّّح في مادة الرياضيةأن ينج

 .ن معاًـــــينجح في المادتيفأحسب احتمال أن 1.89ّ

مال أن ، وعلمت أنه تم الحصول على عدد زوجي فما احتإذا ألقي مكعب نرد .6

 ؟2ّيكون هذا العدد أكبر من

فلتان لنقل موظفي شركة معينة، فإذا علمت أن احتمال أن تكون ستخدم حاتُ  .7

فلة الثانية عاطلة عن واحتمال أن تكون الحا1.15ّّالحافلة الأولى عاطلة عن العمل

 .تكون الحافلتان عاطلتين عن العملفأحسب احتمال أن ،1.12ّّالعمل
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وق كرتين، كرات بيضاء. إذا سحبنا من هذا الصند6ّوّكرات صفراء4ّبهّّصندوق .8

 فما احتمال أن تكون الأولى صفراء والثانية بيضاء؟

 .عـاـــــــــــإذا تم السحب مع الإرج -أ

 إذا تم السحب مع عدم الإرجاع.-ب 

كرات بيضاء. إذا سحبنا من هذا الصندوق كرتين، 5ّوكرات حمراء 7ّبهّّصندوق .9

 ون.ــــــــما احتمال ان تكونا من نفس الل

 اع.ـــــــــع الإرجإذا تم السحب م   -أ

 .إذا تم السحب مع عدم الإرجاع-ب

 في كل خانة  ، ولكي تفتح يجب أن يُحددخانات3ّّيتكون منحقيبة سفر قفلها  .11

 .حتمال سرقة أغراض من هذه الحقيبةفما اّ،9ّإلى1ّّعدد صحيح من         

9ّّّه، جلسوا عشوائياً في صف بأولاد4ّوّبنات3ّّأسرة من أب وأم تتكون. 11
 :فأحسب الاحتمالات التالية ، قاعدمّّّّّّ

سرة في المقاعد ب في المقعد الأول، ويجلس بقية أفراد الاأن يجلس الا-أ  

 الأخرى.

 أن يجلس الأب والأم في المقعدين الأولين ويجلس بقية أفراد الأسرة في -ب       

 المقاعد الأخرى.               

 مقعد الأول وتجلس الأم في المقعد الثاني، ويجلس أن يجلس الأب في الّ-ـج     

ّ.بقية أفراد الأسرة في بقية المقاعد                 
 أن يجلس الأب في المقعد الأول وتجلس الأم في المقعد الأخير ويجلس  -د     

 أطفالهم بينهما.                  
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بنا سحّفإذا(،ّتلف   بها2ّوّجيدة الصنع8ّ)ّوحدات منتجة11ّّصندوق يحتويّ.12

 ، فأحسب ما يلي:وحدات معا4ًّّمن هذا الصندوق

 ؟ةـــــــــوحدات جيدة ووحدة تالف3ّّل ظهوراحتما-أّّّّ

 دة؟ـاحتمال أن تكون كل الوحدات المسحوبة جي-بّّّّ

ّ
ّ  
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ّ
ّ
ّ
ّ
ّ(ّالمتغيرّالعشوائي:2-1)ّ

ث، والبح المقصود بالمتغير بصفة عامة هو الخاصية أو الظاهرة محل الدراسة

وقد أطلق عليها مصطلح متغير لأن قيمتها تتغير من مفردة إلى أخرى، فمثلاُ إذا كانت 

، ففي هذه الدراسة تكون المفردة هي الثانويةطلبة المرحلة دراستنا خاصة بأطوال 

الطالب، والخاصية المستهدفة بالدراسة هي الطول، وبما أن الطول يتغير من مفردة 

 ب إلى أخر فيسمى متغير.إلى أخرى أي من طال

لمفردة سيكون اختيارنا لوإذا كانت التجربة التي نجريها هي تجربة عشوائية، ف

العامل البشري فيها، وبما أن المفردة تدخل ، أي خاضع لعامل الصدفة دون عشوائياً

)في المثال السابق، الطالب هو الذي يحدد قيمة الطول( هي التي تحدد قيمة المتغير 

 غير يُسمى في هذه الحالة المتغير العشوائي.فإن المت

كذلك في بعض التجارب العشوائية، لا تهمنا النتيجة التي نحصل عليها من 

التجربة في حد ذاتها، ولكن ينصب اهتمامنا على متغير معين ترتبط قيمته بكل نتيجة 

قطع  3ء امن نتائج التجربة العشوائية، فمثلاً عندما تكون التجربة العشوائية هي إلق

نقدية ويكون اهتمامنا منصبّاً على عدد الأوجه التي نحصل عليها، فهنا عدد الأوجه 

تحددها  التي سنحصل عليها هو متغير عشوائي لأنه يتغير من نتيجة إلى أخرى وقيمته

النتيجة التي نحصل عليها من التجربة، وبما أن ظهور أي نتيجة عشوائي، إذن نطلق 

 قطع نقدية مصطلح المتغير العشوائي  3نحصل عليها عند إلقاء  على عدد الأوجه التي

 وبصفة عامة نستطيع تعريف المتغير العشوائي كما يلي:

 الثانيالفصلّ
 العشوائيةّوتوزيعاتهاّالاحتماليةّالمتغيرات
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ّ
ّ
ّ
 

 

ائج دة أو أكثر من نتوأية قيمة من قيم المتغير العشوائي قد تحددها نتيجة واح

للمتغير  طقيمة واحدة فق ا. ولكن كل نتيجة من نتائج فراغ العينة تقابلهفراغ العينة

  العشوائي.

نا نستخدم كلمة عشوائي للدلالة على أن القيم التي يمكن أن  وكما وضحَّ

يأخذها المتغير تعتمد على نتائج تجربة عشوائية. ويرمز عادة للمتغير العشوائي بأحد 

ّ.....Z  , Y  , X ّّّّالحروف

 ويمكن تصنيف المتغيرات العشوائية إلى نوعين:

  (.منفصلةطعة )متق عشوائية متغيرات .1

 (.ةـمتغيرات عشوائية مستمرة )متصل .2

 وفيما يلي سنتعرض لكل نوع من هذين النوعين:

ّ(ّالمتغيراتّالعشوائيةّالمتقطعةّ)المنفصلة(:2-1-1)
 :لمتغير العشوائي المتقطع كما يلييعرف ا

ّ
ّ
ّ
ّ

 تعريف المتغير العشوائي المتقطع:
ها منفصلة عن بعضها وقابلة للعدّ. هو متغير عشوائي قيمه  التي يمكن ان يأخذ

 متغير العشوائي:ال

هو متغير كمي نعتمد في تحديد قيمه على كل نتيجة من النتائج التي يمكن أن نحصل 
عليها من إجراء تجربة عشوائية أي على كل عنصر من عناصر فراغ العينة لتجربة 
مداها هو فئة  عشوائية، وبالتالي فإن المتغير العشوائي هو دالة نطاقها فراغ العينة و

 قية.الأعداد الحقي
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ّ
 ، فإن فراغ العينة كما عرفنا هو:عند إلقاء مكعب نرد مرة واحدة

S={1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }ّ
ل عليها عند إلقاء يمثل عدد النقاط التي نحصّ Xفإذا كان المتغير العشوائي

 يأخذها هذا المتغير العشوائي هي:أن ، سنجد أن القيم التي يمكن مكعب نرد

1ّّ،2ّّ،3ّّ،4ّ،5ّّ،6ّ
أو  1 فنلاحظ أن هذه القيم منفصلة عن بعضها فالمتغير يمكن أن يأخذ القيمة

لكن لا يمكن أن يأخذ القيم التي بين هاتين القيمتين، فمثلاً لا يمكنه أن و 2 القيمة

ولكن لا يمكنه أن يأخذ  3لقيمة وا 2القيمة وكذلك يمكنه أن يأخذ ّ،1.67 يأخذ القيمة

القيم التي بينهما، وهكذا ..... فنجد أن القيم التي يمكن أن يأخذها هذا المتغير 

يم قطع. وبما أن القتمتغير المنفصل أو الممنفصلة عن بعضها ولذلك يسمى بال

خذها هذا يأ منفصلة عن بعضها فتكون قابلة للعد، فنجد أن عدد القيم التي يمكن أن

 .قيم6ّ المتغير يساوي
 

ّ
وجه التي يمكن أن نحصل عليها يمثل عدد الأ  X العشوائيإذا كان المتغير 

 ربة:فإن فراغ العينة لهذه التج ،لقاء قطعتي نقود إعند 

S = ( HH ,HT ,TH ,TT ) 

 :وهيّ Xّ من فراغ العينة نستطيع تحديد القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير

X = 0 لك عند ظهور النتيجةذ  T T (عدم الحصول على وجه .) 
X = 1 ّ  وذلك عند ظهور النتيجة H T  أوT H  (الحصول على وجه واحد .) 
X = 2 وذلك عند ظهور النتيجة H H  (لحصول على وجهينا .) 

 (:1-2مثال )

 (:2-2مثال )
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وبما  ،1ّّ،1ّّ،2ّ قيم وهي القيم 3 كنه أن يأخذيم  X  فإن المتغير العشوائي
قيم المتغير منفصلة وقابلة للعد، إذن فالمتغير الذي يمثل عدد الأوجه التي نحصل أن 

 عليها عند إلقاء قطعتي نقود هو متغير متقطع.

العد هي ا عن طريق هفكل المتغيرات التي نحصل على قيموبصفة عامة 

 (.متغيرات متقطعة )منفصلة

ّ:((ّالمتغيراتّالعشوائيةّالمستمرةّ)المتصلة2-1-2)
 

 يعرف المتغير العشوائي المستمر كما يلي:

 
 
ّ
ّ
ّ

ّ
 ،ةخلال سنة معين إحدى الجامعاتإذا كان المتغير العشوائي يمثل أطوال طلبة 

ّسم، فإذا كانت التجربة171ّّمةقاّهمولطوأّسم155ّّفرضنا أن أقصر طالب قامتهّفلو
، فهنا المتغير وهو طول الجامعةالعشوائية هي اختيار طالباً واحداً عشوائياً من هذه 

171ّ سم إلى155ّّقيمة في المدى من مختار عشوائياً يمكنه أن يأخذ أيةالطالب ال
ّمس165.731ّسم ويمكنه أن يأخذ القيمة 161.12ّّسم، فمثلاً يمكنه أن يأخذ القيمة

وبالتالي .171ّّإلى155ّّة قيمة في الفترة منوهكذا ... وبالتالي فإنه يمكن أن يأخذ أي

155ّّفالقيم التي يمكن أن يأخذها هذا المتغير هي قيم متصلة أي مستمرة في الفترة من

 (:3-2مثال )

 تعريف المتغير العشوائي المستمر )المتصل(:
متغير العشوائي الذي يمكن أن يأخذ أية قيمة في فترة معينة، أي تكون القيم الهو 

خذها المتغير العشوائي متصلة ببعضها أي مستمرال رة معينة، في فت ةتي يمكن أن يأ
 وبالتالي فهي غير قابلة للعدّ.
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171ّّإلى م المتغيرات المتصلة أو ولذلك يطلق على هذا النوع من المتغيرات اس،

 .المستمرة

 ّ
115ّّكيلو جرام و55ّّينالطلبة أوزانهم محصورة ما بين القيمت مجموعة من

، ورمزنا لوزن الطالب ء الطلبة طالباً واحداً عشوائياً، فإذا اخترنا من هؤلاكيلو جرام

ّيأخذ القيمةيمكنه أن ّ Xّفسنجد أن المتغير العشوائيّ،ّ Xالمختار بالمتغير العشوائي 
، وبالتالي سنجد أن القيم التي يمكن بينهما أو أية قيمة محصورة115ّّةالقيمّأو55ّ

كتابتها كقيم منفصلة نستطيع عدها، هذا المتغير عددها لانهائي ولا يمكن أن يأخذها 

55ّّترة منة واقعة في الف. فهذا المتغير يمكنه أن يأخذ أيفقيمة مستمرة ومتصلة ببعض
غيرات قياس هي متقيمها بالوبصفة عامة فكل المتغيرات التي نحصل على . 115ّإلى

ّ. مستمرة
ّ

ّ(ّالتوزيعاتّالاحتمالية:2-2ّ)
نوعين وهما، المتغيرات تغيرات العشوائية تنقسم إلى كما علمنا أن الم

 توزيعات، وبالتالي ستنقسم الة والمتغيرات العشوائية المستمرةالمتقطعّالعشوائية

اص بمتغير ، فإذا كان التوزيع الاحتمالي خإلى نوعين الأخرىهي ّالاحتمالية

 ، وإذا كان التوزيع الاحتمالي خاصيسمي توزيع احتمالي متقطععشوائي متقطع ف

لتعريف  ض. وفيما يلي سنتعرمستمر فيسمي توزيع احتمالي مستمربمتغير عشوائي 

 . كل نوع من هذين النوعين

 

 

 : (4-2مثال )
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ّ.ّ((ّالتوزيعّالاحتماليّالمتقطعّ)المنفصل2-2-1)
كن على كل القيم التي يم يعن جدول يحتو التوزيع الاحتمالي المتقطع عبارة

توزيع يعبر عن ال وأحياناان يأخذها المتغير العشوائي المتقطع مقرونة باحتمالاتها، 

 ويرمز لها بالرمز.  دالة كتلة الاحتمالالاحتمالي بصيغة رياضية معينة تسمي 

(x) 𝒇 ي ائأخذها القيم المختلفة للمتغير العشوت يتعطي الاحتمالات التّوهي

ّ.ّ Xالمتقطع 
فتستطيع التعبير عن التوزيع Xّّفإذا كان لدينا المتغير العشوائي المتقطع

 . الي بدالة كتلة الاحتمال كالتاليالاحتم

(X= 𝒙)Pّ=(𝒙) 𝒇 

وبالتعويض في دالة كتلة الاحتمال عن اية قيمة من قيم المتغير العشوائي 

دالة كتلة الاحتمال هي  قيمة نحصل عن احتمال الحصول على تلك القيمة، أي أن

ّ:ّأي5ّّالقيمةّ Xقطعتالمتغير العشوائي المأن يأخذ هو احتمال   𝒇 (5)ّ، فمثلااحتمال
𝒇(5) = P (X=5)ّ

ّ

ّ
العدد الذى يظهر  يمثلXّ نرد مرة واحدة، وكان المتغير العشوائيمكعب إذا ألقينا 

ّّم:. فهنا القيم التي يمكن أن يأخذها هذا المتغير العشوائي هي القيعلى الوجه
6,5,4,3,2,1 

ّتعريفّالتوزيعّالاحتماليّالمتقطع:ّ
هو عبارة عن جدول يشمل كل القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير العشوائي 

يعبر عن احتمالات القيم التي يمكن أن يأخذها المتقطع مقرونة باحتمالاتها، و 
 رياضية تسمي دالة كتلة الاحتمال. ةالمتغير العشوائي المتقطع بصيغ

 (:5-2مثال )
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ّ(.1ّ-2)ّ( لهذا المتغير يمثله جدولدالة كتلة الاحتمالوالتوزيع الاحتمالي )
ّ(1-2جدولّ)

6 1 4 3 . 1 𝒙 

6/1 6/1 6/1 6/1 6/1 6/1 (𝒙) 𝒇 

ّيطلق والتي 𝒇 (𝒙)ّويمكن التعبير عن هذا التوزيع الاحتمالي بالصيغة الرياضية
ّ، حيث :عليها دالة كتلة الاحتمال

𝒇(𝒙) = {

𝟏

 𝟔
    𝒙 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔                                         

                                                                                 
0               𝐨𝐭𝐡𝐞𝐫𝐰𝐢𝐬𝐞                                         

ّ

 

، أي قيمة دالة كتلة الاحتمال لأية قيمة أخرى( otherwise) د بكلمةحيث المقصو   

6،5،4،3،2،1ّ تساوي صفر لأية قيمة أخرى غير القيم المحددة وهي ويجب ان .

 ليان:دالة كتلة احتمال( الشرطان التاأية أي في )يتحقق في أي توزيع احتمالي متقطع 
(1) 𝒇(𝒙)0    لأن≤ 𝒇(𝒙) ≤     أي احتمال يجب ألا يكون  احتمال، ونعلم ان مثلت 𝟏

 سالبا ولا يزيد عن الواحد الصحيح.              

(2) 1∑𝒇(𝒙) لأن       ∑ 𝒇(𝒙)  ل القيم التي كاحتمالات جموع هو عبارة عن م =

 يمكن ان يأخذها المتغير العشوائي المتقطع والتي تعتمد على كل نتائج فراغ               

 ة أي أن: العين               

 

∑𝒇(𝒙) = 𝑷(𝑺) = 𝟏 

ّ

 

 

 

ّشرطيّالتوزيعّالاحتماليّالمتقطع:
(1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤  .𝒙لأي قيمة  0  1

(.) ∑𝑓(𝑥) = 1   
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، نستطيع تحديد احتمال أية قيمة  Xمن دالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائي المتقطع

كتلة  وذلك بالتعويض مباشرة في دالة، Xيمكن ان يأخذها هذا المتغير العشوائي 

 .  Xعـــــالاحتمال بالقيمة المراد حساب احتمال أن يأخذها المتغير العشوائي المتقط

 
د المرات التي يمثل عدX ّالمتغير العشوائي وكان، رتينواحدة منقدية إذا ألقينا قطعة 

 . حصل فيها على وجهن

 .ّ Xّيـــــــــــــــــــــــــحدد القيم التي يمكن ان يأخذها المتغير العشوائ .أ

 ّ.يـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــاوجد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائ .ب

ّ.𝒇(𝒙)ّالاحتمالعبر عن هذا التوزيع الاحتمالي بصيغة رياضية لدالة    ّجـّ.
ّّ:سب الاحتمالات التاليةأح       د.ّ

𝐏(𝐱 ≥ 𝟏), 𝐩(𝐱 > 1), 𝐩(𝐱 = 𝟎) 
ّ:لـــالحّّّّ
يأخذها المتغير العشوائي، يجب أولا كتابة فراغ العينة لهذه التجربة التي لقيم اّلتحديد .أ

 العشوائية وهي رمى قطعة نقدية مرتين، حيث: 

ّّّS  = { HH  ,  HT   , TH  ,TT } 

ّ(2ّ-2)ّالتي يمكن ان يأخذها المتغير العشوائي موضحة في جدول 𝒙 القيم
ّ

ّ(2-2جدولّ)
𝒙 ّالنتيجة
. HH 
1 HT  , TH 

0 TT 
ّإذن القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير العشوائي الذي يمثل عدد المرات التي

 .2،1،1ّنحصل فيها على وجه عند إلقاء قطعة نقدية مرتين هي:

 (:6-2مثال )
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حيث احتمال أي  (،3-2)ّالتوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي يوضحه جدول .ب

القيمة مقسوما على عدد النتائج لهذه  هو عدد نتائج فراغ العينة المناظرة𝒇ّ(𝒙)ّقيمة

 الكلية )عدد عناصر فراغ العينة(. 

 

ّ(3-2جدولّ)
. 1 0 𝒙 

4/1 4/. 4/1 (𝒙ّ)𝒇 

ّ
ّ𝒇(𝒙)تقطع، أي دالة كتلة الاحتمالياضية لهذا التوزيع الاحتمالي المالصيغة الرّ.ـج

ّ:هي

𝒇(𝒙) =  {
𝟏/𝟒
𝟐/𝟒
𝟎

𝒙 = 𝟎 , 𝟐
𝒙 = 𝟏      

            𝐨𝐭𝐡𝐞𝐫𝐰𝐢𝐬𝐞        
 

ّّة:ــــــــــــالات المطلوبــــــالاحتمد.ّ

𝑷(𝑿 = 𝟎) = 𝒇 (𝟎) =  
𝟏

𝟒
 

𝑷(𝑿 > 𝟏) = 𝒇 (𝟐) =  
𝟏

𝟒
 

𝑷(𝑿 ≥ 𝟏) = 𝒇(𝟏) + 𝒇 (𝟐) =
𝟐

𝟒
+ 

𝟏

𝟒
=

𝟑

𝟒
 

ّ
ّ(ّالتوزيعّالاحتماليّالمستمرّ)المتصل(:2-2-2ّ)

، يتعامل مع فترات وليس مع قيم منفصلةحيث أن المتغير العشوائي المستمر 

فلا نستطيع التعبير عن التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المستمر بجدول، بينما 

. حيث 𝒇(𝒙)ويرمز لها كذلك بالرمز دالة كثافة الاحتمال نعبر عنه بدالة تسمي 

اوي سالمساحة المحصورة بين منحني هذه الدالة ومحور السينات فوق فترة معينة ي

احتمال أن يقع المتغير العشوائي المستمر داخل هذه الفترة، فمثلا احتمال أن يأخذ 
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, 𝑎]أية قيمة داخل فترة معينة ولتكن الفترة  المستمر المتغير 𝑏]  مساويا للمساحة

صورة بين محور السينات ومنحنى دالة كثافة الاحتمال لهذه الفترة وذلك كما حالم

 .(1-2)شكل  هو واضح في 

ّ
  𝑷(𝒂 < 𝐗 < 𝒃)ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّYّ

ّ
Y = f(X)              ّ

 

ّ
ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّXّ
ّ(1-2شكلّ)

ّ

xّّوبصفة عامة دالة كثافة الاحتمال هي دالة متصلة )مستمرة( ومعرفة عند جميع قيم
 ويجب أن يتوفر فيها ما يلي:(ّ-∞،∞)ّفي المجال

 :طيّدالةّكثافةّالاحتمالشرّ
(1) 𝒇(𝒙)≥  xلجميع قيم المتغير العشوائي المستمر  0

المساحة الكلية المحصورة بين المنحني الذي يمثل دالة كثافة الاحتمال  (.)
ّّ.ور السينات مساوية الواحد الصحيحومح

خطية، فنستطيع الحصول على المساحة دالة إذا كانت دالة كثافة الاحتمال               

لتي تمثل الاحتمال المطلوب من الرسم، لان في هذه الحالة سيكون الشكل المراد ا

ظما )مثلثا أو مربعا أو مستطيلا أو شبة منحرف( تالحصول على مساحته شكلا من

ذا كانت دالة إحسب منها مساحتها. اما نوكل هذه الأشكال نعرف القوانين التي 

احة عن طريق تكامل دالة كثافة كثافة الاحتمال دالة غير خطية، فنحسب المس

a b 
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التكامل خارج موضوع هذا  الاحتمال، ولن نتعرض لدوال غير خطية لأن موضوع

 الكتاب.

وحيث أن المتغير المستمر يتعامل مع فترات ولا يتعامل مع قيم معينة، وبالتالي              

يساوي دائما  (𝒂)قيمة معينة ولتكن (𝐗)تمرفاحتمال أن يأخذ المتغير العشوائي المس

 . ةمساح هعينة عبارة عن خط، والخط ليس لديساحة فوق قيمة مصفر، وذلك لأن الم

يكون ما عندوبما ان احتمال ان يساوي المتغير المستمر قيمة معينة يساوي صفر، إذن 

 ، تكون الاحتمالات الأربعة التالية متساوية. متغيرا مستمرا(𝐗)المتغير

ّ
 

لى الأعأو الحد  نيدالأأن الفترة التي نحسب احتمالها تشمل الحد  وهذا يعني            

ي  حالة المتغير العشوائ، لا يؤثر ذلك على قيمة الاحتمال فيامأوكليهما او لا تشمله

 . المستمر

 

 ّ
 

 ا يلي: مك Xالاحتمال للمتغير العشوائي المستمرافة ثكإذا كانت دالة 

𝒇(𝒙) = {
𝟏/𝟒      𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓
𝟎        𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆 

 
 ارسم دالة كثافة الاحتمال لهذا المتغير.  .1

 .Pّ(X ≥ّ2ّّ≤ 5)ّاحسب .2

ّ
ّ
 

 (:7-2مثال )

𝐏(𝐚 < 𝑿 < 𝒃) = 𝐏(𝐚 ≤ 𝐗 < 𝒃) = 𝐏(𝐚 < 𝑿 ≤ 𝒃) = 𝐏(𝐚 ≤ 𝐗 ≤ 𝐛) 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

71 
 

ّّ:لـالحّّّ
 هايأخذلرسم دالة الاحتمال، نجعل المحور السيني يمثل القيم التي يمكن أن        

  .𝒇(𝒙)بينما المحور الصادي يمثل قيم دالة كثافة الاحتمال(X) المتغير العشوائي
ظ أن ، ونلاحالبيانية لها عبارة عن خط مستقيموبما ان الدالة خطية، فالصورة 

 ابتة تساويهي قيمة ث 5 لىإ 1لة في الفترة من قيمة الدا
𝟏

𝟒
وبالتالي فإن الخط الذي  ،ّ

  عند اًمرسوملفترة هو خط يوازي محور السينات، يمثل الدالة في هذه ا
𝟏

𝟒
 =𝒇(𝒙)،  اما

فترة أخرى فسيكون الخط الذي يمثل الدالة منطبقا على محور السينات،  يلأبالنسبة 

. 5 إلى 1فترة أخرى غير الفترة من  لأيلان دالة كثافة الاحتمال تساوي صفر بالنسبة 

 . وضح الصورة البيانية لهذه الدالةيّ(2-2) وشكل
 

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ 
ّ
ّ

ّ
ّ

ّ(2-2شكلّ)
 

والخط  الأفقيلاحتمال المطلوب هو المساحة المحصورة بين المحور ا -2

ة لوهي المساحة المظلّ.𝒙،ّّ5= 𝒙    =2ّينيمثل الدالة وبين المستقيم الذي المستقيم

، فنجد أن المساحة من الرسمب ة فنستطيع حسان الدالة خطيلأو.ّ(2-2)ّفي شكل

𝟏ّة مستطيل عرضهلالمساحة المظل

𝟒
 ن:إذ 3طوله وّ

 

𝟑=ّالطول×ّالعرض(ّ=ّالاحتمال  المطلوب) لةلالمساحة المظ 

𝟒
= 𝟑 ×

𝟏

𝟒
ّ

 

4/1 

ّّّ𝒇(𝒙) 

𝑷(𝟐 ≤ 𝑿 ≤ 𝟓) 
 

1 
𝒙       5                     2     1    
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ّ
ّ:ّيليّامكXّّللمتغير المتصل الاحتمال ذا كانت دالة كثافةإ

𝒇(𝒙) = {
𝒙/𝟐      𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐
𝟎        𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆 

ّ
ّ

 . الة كثافة الاحتمال لهذا المتغيرارسم د .أ

𝑷(𝟎ّأحسب   .ب ≤ 𝑿 ≤  الحلّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ(𝟏

ولرسم  ،عبارة عن خط مستقيمهي البيانية لها ، فالصورة خطيةبما ان الدالة          ّّّّّ

, 𝒙)ّهذا الخط المستقيم يلزمنا تحديد الاحداثي 𝒇(𝒙))ي نقطتين من النقط التي لا

 : فنجد انهّيمر بها،

ّ:ّأذن𝒇ّ (1=ّ)1ّد أنبالتعويض في دالة كثافة الاحتمال نج،𝒙ّ=1ّعندما
ّّ.مـــــــــــــــــــــتقع على الخط المستقي(1،1ّ)ّقطةالن

 :ّإذنّ 𝒇 (2=ّ)1 انّبالتعويض في دالة كثافة الاحتمال نجدّ،𝒙=2ّعندما
ّ.ّهي كذلك تقع على الخط المستقيم(2،1ّ)ّالنقطة
قيم الذي يمثل مستبتحديد هاتين النقطتين والتوصيل بينهما نحصل على الخط ال         

فترة اخري فسيكون الخط  لأياما بالنسبة ّ،2 إلى1ّّة الاحتمال في الفترة مندالة كثاف

ور السينات لان دالة كثافة الاحتمال تساوي صفر حمنطبقا على مالدالة الذي يمثل 

وضح الصورة البيانية ي (3،2). وشكل ة المذكورةفترلأي فترة اخرى غير البالنسبة 

 . لةلهذه الدا

                                          ّ
ّ
ّ

ّ

ّ(3-2شكلّ)

 (:8-2مثال )

 
𝟏

𝟐
, 𝟏  

𝒉 =
𝟏

𝟐
 

1 

𝒙              2                  1      b = 1      1 

(.  ،1) 

𝒇(𝒙) = 
𝑥

2
 

𝒇(𝒙) 
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 والخط المستقيم الأفقي.الاحتمال المطلوب هو المساحة المحصورة بين المحور .

 لة في شكل لوهي المساحة المظ  𝒙ّّ،ّّ1= 𝒙ّ=1ّالذي يمثل الدالة وبين المستقيمين 

فنستطيع حساب المساحة من الرسم، فنجد . وفي هذه الحالة لان الدالة خطية (2-3)

 : كما يلي إبعادهة هي مثلث لة المظلان المساح

1ّ–ّ1ّ=1ّ(ّ=bّ)ّقاعدته

𝒇=ّ𝟏ّ(1)(ّ=hّ)ّارتفاعه

𝟐
ّ

ّ(.ّالارتفاع)×ّ(ّالقاعدة)2/1ّ=ّبما ان مساحة المثلث
𝟏)ّّة )الاحتمال المطلوب(=لحة المظلإذن المسا

𝟒
= (

𝟏

𝟐
)(𝟏)(

𝟏

𝟐
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ّ
21ّ

ّ
يس لاحتماليا متقطعا، وأيا منها توزيعاً التالية يمثل  الجداولاذكر مع التعليل أيا من  .1

 :كذلك، مع توضيح السبب

  .أ

5ّ4ّ3ّ2ّ𝒙 

1/1- 1/1 1/3 1/1 𝒇(𝒙) 

ّ
ّ .ب

ّ
ّ

ّ.جـ
ّ

ّ
 يالت الأوجهيمثل عدد  Xّالمتغير العشوائي أن، واعتبار قطع نقدية3ّّإلقاءند ع .2

 . نحصل عليها

 ّأوجد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي. .أ

 ّ.𝒇(𝒙) هذا التوزيع الاحتمالي بصيغة رياضية لدالة الاحتمالعن عبر  .ب

 احسب الاحتمالات التالية: جـ.       

𝑷(𝟎 < 𝑿 ≤ 𝟐)        ،       𝑷 (𝑿 ≥ 𝟐)      ،        𝑷(𝑿 = 𝟏) 

وع العددين يمثل مجمXّّالمتغير العشوائي أنعند إلقاء مكعبي نرد، واعتبار  .3

 ، أوجد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير.كعبينمالظاهرين على ال

 

2ّ1ّ1ّ1-ّ𝒙 
1/1 10/. 10/4 1/1 𝒇(𝒙) 

19ّ17ّ15ّ13ّ11ّ𝒙 
./. ./. ./3 ./1 ./1 𝒇(𝒙) 
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  .الي يمثل توزيعا احتماليا متقطعاالتي تجعل الجدول التّ bابتثاوجد قيمة ال .4

 

6ّ5ّ4ّ3ّ2ّ𝒙 

1/1 b 1/3 1/. 1/1 𝒇(𝒙) 

 

ّّكما يلي: Xّذا كانت دالة الاحتمال للمتغير العشوائي المتقطعإ .5
ّ

𝒇(𝒙) = {
𝟏/𝒌      𝒙 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓

𝟎        𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆 
 

ّ
 . kّأوجد قيمة       .أ

 ّأحسب الاحتمالات التالية:     .ب

𝐏(𝑋 = 𝟔)  ،     𝐏(𝟎 < 𝑋 ≤ 2.5)   ،      𝐏(𝑋 ≥ 𝟒)  ،      𝐏(𝟏 < 𝑋 ≤ 3) 
ّ
 ّ:كما يلي Xّالمستمرالعشوائي حتمال للمتغير إذا كانت دالة كثافة الا .6

𝒇(𝒙) = {
𝟏/𝟓      𝟑 ≤ 𝒙 ≤ 𝟖
𝟎        𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆 

 
ّ

≥P(2ّأحسب 𝐗 ≤ 𝟕) ّ. 

 كما يلي : Xّالمستمرالعشوائي ذا كانت دالة كثافة الاحتمال للمتغير إ .7

𝒇(𝒙) = {
𝟒 − 𝒙

𝟖
      𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟒

𝟎        𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆 

 

𝑷(𝑋ّأحسب ≤ 𝟐)ّ
ّ  
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ّ(ّوصفّالتوزيعاتّالاحتمالية:2-3ّ)
غير مت لأىتوجد مقاييس إحصائية لوصف التوزيعات الاحتمالية الخاصة 

عشوائي سواء كان متقطعا أو مستمرا. وذلك لمعرفة الخواص العامة لتغيرات الظاهرة 

 لتي يمثلها المتغير العشوائي. محل الدراسة ا

 يأخذهاوحيث أن التوزيع الاحتمالي يتحدد من كل القيم التي يمكن أن 

بة ن الحصول عليها من تجرتعتمد على كل النتائج الممك والتيالمتغير العشوائي 

 تغير عشوائي يمثل توزيع احتماليموبالتالي فإن أي توزيع احتمالي ل ،عشوائية

 . هذا المتغير يأخذها أنن من كل القيم التي يمكن للمجتمع الذي يتكو

، الاقتصاد في سنة معينةكلية طوال طلبة بأ خاصةفمثلا إذا كانت دراستنا 

ة. فإذا رمزنا دراسكل طلبة الاقتصاد في السنة المعنية بال أطوالفسيتكون المجتمع من 

فالتوزيع  Xللظاهرة المستهدفة بالدراسة في هذه الحالة وهي ظاهرة الطول بالرمز 

 يسمي التوزيع الاحتمالي لمجتمع الاطوال.  Xالاحتمالي للمتغير العشوائي 

 

 

ّ

واي مقاييس إحصائية خاصة بالمجتمع ككل كمقاييس النزعة المركزية )المتوسط 

،...( أو مقاييس التشتت )التباين، الانحراف المعياري ال، الوسيط المنوالحسابي

تصف لنا المجتمع وتحدد  لأنها،...( او اية مقاييس إحصائية اخرى تسمي معالم، 

  .مفردات المجتمع دون استثناء ، فتحسب المعلمة باستخدام بيانات عن كلهمعالم

 

ّ
ّ

ّتوزيعّالمجتمع:ّ
 هو التوزيع الاحتمالي للبيانات المجمعة عن كل مفردات المجتمع. 

ّتعريفّالمعلمة:ّ
 . تمعهي أي مقياس إحصائي يحسب من كل بيانات المج
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لا  ثابتلا تتغير، لان المجتمع محل الدراسة  ثابتةوالمعالم عبارة عن قيم 

 ، ولذلك يطلق على المعالم احيانا الثوابت الإحصائية. يتغير أثناء إجراء الدراسة

وعادة تستخدم الحروف اليونانية للتعبير عن المعالم فيرمز للوسط الحسابي 

)سيجما تربيع( وللانحراف 𝝈𝟐ّّن المجتمع بالرمز)ميو( ولتباي𝛍ّّبالحرفّللمجتمع

 )سيجما( وهكذا .... 𝛔ّّالمعياري للمجتمع بالحرف

هي مقاييس النزعة المركزية  ومن اهم المقاييس التي يهتم بها علم الإحصاء،

حسابها من  ةلكيفي الثانيةومقاييس التشتت، حيث تعرض الطالب في منهج السنة 

ننا سنتعرض لكيفية حساب أهم مقياس من إلمنهج فهذا اّ، اما فيالتوزيعات التكرارية

باين للتشتت وهما الت ينمقاييس النزعة المركزية وهو الوسط الحسابي، واهم مقياس

 وزيعات الاحتمالية. توالانحراف المعياري، من ال

ّ(ّالوسطّالحسابي.2-3-1ّ)
، حيث  Xائي المتقطع إذا كان لدينا مجتمع يتكون من قيم يمثلها المتغير العشو

 التوزيع الاحتمالي لهذا المجتمع كما يلي: 

𝒙𝐫 .........ّ𝒙𝟐 𝒙𝟏 𝒙 

𝒇(𝒙𝒓) ..........ّ𝒇(𝒙𝟐) 𝒇(𝒙𝟏) 𝒇(𝒙) 
ّ

 ، ويحسب باستخدام الصيغة التالية: μ فنرمز للوسط الحسابي للمجتمع بالرمز

ّ
ّ

هو مجموع حاصل ضرب كل  متقطع حتماليأي أن الوسط الحسابي لتوزيع ا

المتغير العشوائي في الاحتمالات المناظرة لتلك  يأخذهاقيمة من القيم التي يمكن أن 

 القيم. 

μ = ∑𝒙𝒊  𝒇(𝒙𝒊)

𝑖=𝑟

𝑖=1
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أما أذا كان التوزيع الاحتمالي مستمرا، فعند حساب الوسط الحسابي نستخدم 

 . ، ولكننا لن نتعرض لهذا الموضوعالتكامل بدلا من المجموع

ّّ
 طلبة وكانت الدرجات كما يلي: 01لدينا مجتمع يتكون من درجات  أذا كان

5ّّ،5ّّ،4ّّ،7ّّ،6ّّ،6ّّ،4ّ،5ّّ،6ّّ،7ّ
 حسب منه الوسط الحسابي للمجتمع إم مالي لهذا المجتمع، ثأوجد التوزيع الاحت

 )الوسط الحسابي للدرجات(. 

 

ّالحل:ّّّّّ
هذا المثال هي الدرجة الظاهرة المستهدفة بالدراسة )المتغير العشوائي( في 

بما أن المتغير العشوائي هو متغير متقطع، فنحصل على  ،xفإذا رمزنا لها بالرمز 

كل  مالتوزيع الاحتمالي لهذا المجتمع بكتابة القيم المختلفة للمتغير العشوائي وأما

هذا المتغير العشوائي  يأخذها، حيث القيم المختلفة التي احتمالهاكتب نقيمة 

 : هي)الدرجة( 

4ّّ،5ّّ،6ّّ،7ّ
ونحسب احتمال كل قيمة من هذه القيم، بقسمة عدد مرات تكرار القيمة 

ّ:فإن،xّّ=4ّّّ، فمثلا عندهاالكلي للقيمّالعدد ىعل

𝒇(𝟒) = 𝑷(𝑿 = 𝟒) =
𝟐

𝟏𝟎
= 𝟎. 𝟐 

 

 لاحتمالي لهذا المجتمع كما يلي:وهكذا .... فسيكون التوزيع ا

ّ  

 : (9-2مثال )
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ّجتمع(ّالتوزيعّالاحتماليّللم4-2جدولّ)
 7ّ6ّ5ّ4ّ𝒙ّالمجموع

1ّ1.2ّ1.3ّ1.3ّ1.2ّ𝒇(𝒙) 
ّ

 ومن التوزيع الاحتمالي للمجتمع نحسب الوسط الحسابي للمجتمع كما يلي: 

ّ

𝛍 = ∑𝒙𝒊 𝒇( 𝒙𝒊)

𝒊=𝟒

𝒊=𝟏

 

= (𝟒)(𝟎. 𝟐) + (𝟓)(𝟎. 𝟑) + (𝟔)(𝟎. 𝟑) + (𝟕)(𝟎. 𝟐) = 𝟓. 𝟓 
ّّدرجة5.5ّّالوسط الحسابي للدرجات هو أنأي 

ّ

ّ
 كما يلي: Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  إذا كان

4ّ3ّ2ّ1ّ1ّ𝒙 
04.0 0431 04.9 0411 0401 𝒇(𝒙) 

 أحسب الوسط الحسابي لهذا التوزيع الاحتمالي. 

ّالحلّّّّّّ
 كما يلي:  𝛍 من التوزيع الاحتمالي نحسب الوسط الحسابي

𝛍 = ∑𝒙𝒊 𝒇( 𝒙𝒊)

𝒊=𝟓

𝒊=𝟏

 

 
= (𝟎)(𝟎. 𝟎𝟏) + (𝟏)(𝟎. 𝟏𝟓) + (𝟐)(𝟎. 𝟐𝟗) + (𝟑)(𝟎. 𝟑𝟓) + (𝟒)(𝟎. 𝟐𝟎) = 𝟐. 𝟓𝟖 

ّ

ّّ
يمثل عدد  X، وكان المتغير العشوائي ا ألقينا قطعة نقدية واحدة مرتينأذ

 ، احسب الوسط الحسابي لهذا المتغير . نحصل فيها على وجه التيالمرات 

 (:11-2مثال )

 (:11-2مثال )
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 الحل:              

نحسب منه الوسط الحسابي،  ثمالي لهذا المتغير، ولا التوزيع الاحتمأنوجد 

  .التوزيع الاحتمالي، يجب كتابة فراغ العينة لهذه التجربة العشوائية ولإيجاد

 حيث: 

S = { HH,  HT  ,  TH  , TT } 

المتغير العشوائي الذي يمثل عدد المرات التي  يأخذهاإذن القيم التي يمكن ان 

 .  1،0،. :طعة نقدية مرتين هيلقاء قإه عند نحصل فيها على وج
 ير العشوائي يوضحه الجدول التالي:والتوزيع الاحتمالي لهذا المتغ

2ّ1ّ1ّ𝒙 
4/1 4/. 4/1 𝑓(𝑥) 

ّ

 سب الوسط الحسابي كما يلي: ومن التوزيع الاحتمالي نح

ّ

𝛍 = ∑𝒙𝒊 𝒇( 𝒙𝒊)

𝒊=𝟑

𝒊=𝟏

 

= (𝟎)(𝟏/𝟒) + (𝟏)(𝟐/𝟒) + (𝟐)(𝟏/𝟒) = 𝟒/𝟒 = 𝟏 
ّ
ّ:(ّالقيمةّالمتوقعة2-3-2)

  فالقيمة المتوقعة لهذا المتغير يرمز لها بالرمز X ذا كان لدينا المتغير العشوائيإ

E (X) لعشوائيوهي عبارة عن الوسط الحسابي لقيم المتغير ا X  باحتمالاتها.مرجحة  

 ، تحسب كما يلي: Xوبالتالي فالقيمة المتوقعة للمتغير العشوائي المنفصل 

ّ
ّ
ّ

E(X) = ∑𝑥𝑖 𝑓( 𝑥𝑖)

𝑖=3

𝑖=1
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وهذه نفسها الصيغة المستخدمة لحساب الوسط الحسابي من التوزيعات 

، هي Xالاحتمالية المتقطعة، وبالتالي فالقيمة المتوقعة للمتغير العشوائي المتقطع 

 : ارة عن تسمية اخرى للوسط الحسابي، أي أنعب

ّ
د ووفي بعض الاحيان نجد أن استخدام مصطلح القيمة المتوقعة يوضح المقص       

 مصطلح الوسط الحسابي، وذلك كما هو واضح في المثال التالي:  استخداممن  أكثر

 ّ
ين السيارات لشركة تام حوادثذا كانت القيمة الاسمية لبوليصة التامين عن إ

 ت، فإذا كانليبيدينار  55مين السنوي يساوي دينار ليبي، وكان قسط التأ1111ّّمعينة

فما هي القيمة المتوقعة لأرباح ّ%4هي  حوادثلل نسبة السيارات المتعرضة سنويا

 ؟مين في سنةمن حامل عقد التأ هذه الشركة

ّالحل:ّّّّّّّّ
يرمز  X يئواحدا عشوائيا وجعلنا المتغير العشواالتأمين ذا اخترنا من حاملي عقود إ 

عرض لم يت إذا. فسنجد انه ةلشركة من هذا الشخص في سنة واحده اللربح الذي تجني

ّ،Xّّ=55ّّأيّدينار55ّّيمة القسط وهوالشخص لحادث فستربح الشركة في السنة ق
، فستكون خسارة دينار1111ّّستدفع له الشركة مبلغف ثدإذا تعرض الشخص لحاأما 

)الاشارة السالبة تعني  X =-945ّأي انّ(-1111+55=-945)ّالشركة في هذه الحالة

احتمال ذن إ)النسبة هي احتمال(، 41.1ّ=ّوقوع حادث احتمالن ، وحيث أ(خسارة

  :مالي لربح الشركة في سنة كما يليويكون التوزيع الاحتّ،1.96=ّّحادثع عدم وقو

ّ
 

𝒇(𝒙) 𝒙 
1.96ّ55ّ
1.14ّ945-ّ

 (:12-2مثال )

𝑬(𝐗) = 𝝁 

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

82 
 

ن فالقيمة المتوقعة لربح هذه إذمتغير متقطع،  Xونلاحظ هنا ان المتغير العشوائي 

 :من شخص واحد في سنة يحسب كما يليالشركة 

𝑬(𝑿) = 𝝁 =  ∑𝒙𝒊 𝒇(𝒙𝒊) = (𝟓𝟓)(𝟎. 𝟗𝟔) + (−𝟗𝟒𝟓)(𝟎. 𝟎𝟒) = 𝟏𝟓

𝒊=𝟐

𝒊=𝟏

 

ّنةسّمين الواحد فيأويعني ذلك ان الشركة تتوقع أن يكون ربحها من حامل عقد الت
ّ.ّدينار15ّّأي متوسط ربح الشركة من الشخص الواحد في سنة .دينار15ّ

، فستتوقع ألف عقد75ّّة مع هذه الشركةلمبرممين اإذا كان عدد عقود التأوبالتالي 

 . ون أرباحها الكلية السنوية تساويالشركة ان تك

ّ.دينار1125111ّ=15×75111
 ةأي سيكون متوسط الأرباح الكلية السنوية لهذه الشركة مليون ومائة وخمس

 .  دينار ألفوعشرون 

ّ:ّ(ّالتباين2-3-3)ّ
ابي شوائي حول وسطها الحسالتباين هو مقياس لدرجة تشتت قيم المتغير الع

ّ.يانحرافات القيم عن وسطها الحسابويعرف التباين بانه الوسط الحسابي لمربعات 
ّّ(.سيجما تربيع)𝝈𝟐ّ( بالرمزتوزيع الاحتمالي )لتباين المجتمعويرمز لتباين ال

 ويحسب التباين في حالة التوزيعات الاحتمالية المتقطعة كما يلي: 

ّ
ّ

 𝛍التوزيع حول وسطها الحسابي  ميقيس مدي تشتت قي وحيث ان التباين

ذا كانت قيمة التباين كبيرة فيعني ذلك ان قيم المتغير العشوائي لهذا التوزيع إفعليه 

ر أن قيم المتغيت قيمة التباين صغيرة فيعني ذلك ذا كانإما أ ،𝛍متباعدة عن وسطها 

لتالي فعندما يساوي التباين ، وبا𝛍العشوائي قريبة ومتمركزة حول وسطها الحسابي 

𝝈𝟐 = ∑(𝒙𝒊 − 𝛍)𝟐
𝒊=𝒓

𝒊=𝟏

𝒇(𝒙𝒊) 
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أن جميع قيم التوزيع تساوي الوسط  أيالصفر فيعني ذلك أنه لا يوجد تشتت، 

، فمثلاً إذا كان لدينا توزيع احتمالي لدرجات طلبة في مادة الإحصاء 𝛍الحسابي 

𝝈𝟐وتباين التوزيع 𝛍=62ّوعلمت أن الوسط الحسابي لهذا التوزيع = فيعني ذلك  ، 0

ّ.62ّالطلبة درجاتهم أن جميع
ّر أو قيمةلي قيمته ستكون صف، وبالتانتباه أن التباين هو مقياس مربعيجب الا

1ّ𝝈𝟐أيّأنّّموجبة، ≥ّ.ّ

يغة الانحرافات عن الوسط والصيغة السابقة لحساب التباين تسمى ص

، ومنها نستطيع استنتاج صيغة أخرى لغرض تسهيل العمليات الحسابية الحسابي

 :ما تكون قيمة الوسط الحسابي كسرا، وتسمى صيغة القيم مباشرة، وهيوخاصة عند

ّ
ّ

 

مع مربع  . وبما أن التباين يتعاملعطي الصيغتان نفس النتيجة تماماًوبالطبع ت

اس لقيااته هي مربع وحدات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي، إذن ستكون وحد

إذا كان المتغير العشوائي المدروس  ، فمثلاً الأصلية، وكثيراً ما تكون غير ذات معني

 مثل الوقتيطفل تربيع، وإذا كان المتغير يمثل عدد الأطفال فستكون وحدات التباين 

هذا يمثل ، واعة تربيع وكلها ليس لها أي معنىس فستكون وحدات التباينبالساعات 

ا له، نُرجع الوحدات إلى أصهذه الصعوبةوللتخلص من  .ير التباينصعوبة في تفس

 .مقياس الجديد بالانحراف المعياري، ويسمى البأخذ الجذر التربيعي للتباين

 

 

 

𝝈𝟐 =  ∑𝒙𝒊
𝟐  𝒇(𝒙𝒊)

𝒊=𝒓

𝒊=𝟏

 − 𝛍𝟐 
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ّ:(ّالانحرافّالمعياري2-3-4ّ)
الانحراف المعياري هو الجذر التربيعي الموجب للوسط الحسابي لمربعات 

الانحراف المعياري هو الجذر التربيعي  أيانحرافات القيم عن وسطها الحسابي، 

 : 𝛔ّيرمز له بالرمزالموجب للتباين، و

ّ
ّ

ّ
 :لتوزيع الاحتمالي المتقطع التاليأحسب التباين والانحراف المعياري ل

10 8 6 4 2 𝒙 
0.20 0.35 0.25 0.15 0.05 𝒇(𝒙) 

ّ
ّالحل:ّّّّّّ

 حيث:  ،𝛍 لحساب التباين يجب أولًا حساب الوسط الحسابي

𝝁 = ∑𝒙𝒊

𝒊=𝟓

𝒊=𝟏

 𝒇(𝒙𝒊) = 𝟐(𝟎. 𝟎𝟓) + 𝟒(𝟎. 𝟏𝟓) + 𝟔(𝟎. 𝟐𝟓) + 𝟖(𝟎. 𝟑𝟓) + 𝟏𝟎(𝟎. 𝟐𝟎) = 𝟕. 𝟎 
ّ

 عن الوسط الحسابي كما يلي: تونحسب التباين باستخدام صيغة الانحرافا

ّ

𝝈𝟐 = ∑(𝒙𝒊 − 𝝁)𝟐  
𝒊=𝟓

𝒊=𝟏

𝒇(𝒙𝒊) = (𝟐 − 𝟕)𝟐(𝟎. 𝟎𝟓) + (𝟒 − 𝟕)𝟐(𝟎. 𝟏𝟓) + (𝟔 − 𝟕)𝟐(𝟎. 𝟐𝟓) 

) =5.020(0.  (𝟎. 𝟑𝟓) + (𝟏𝟎 − 𝟕)𝟐 2) 7 - 8 ( +ّ
ّ

 ونستطيع حساب التباين باستخدام صيغة القيم مباشرة كما يلي: 

𝝈𝟐 = ∑𝒙𝒊
𝟐

𝒊=𝟓

𝒊=𝟏

 𝒇(𝒙𝒊) − 𝝁𝟐 = [(𝟐)𝟐  (𝟎. 𝟎𝟓) + (𝟒)𝟐(𝟎. 𝟏𝟓) + (𝟔)𝟐(𝟎. 𝟐𝟓) + (𝟖)𝟐 (𝟎. 𝟑𝟓) + (𝟏𝟎)𝟐 (𝟎. 𝟐𝟎)] − (𝟕)𝟐

= 𝟓𝟒. 𝟎 −  𝟒𝟗. 𝟎 = 𝟓. 𝟎 

 :اري لهذا المتغير العشوائي يساويإذن الانحراف المعي

σ = √𝜎2 = √5 = 2.236 

 (:13-2مثال )

𝛔 = √𝛔𝟐 
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ّّ
يمثل عدد المرات التي X    إذا ألقينا قطعة نقدية واحدة مرتين، وكان المتغير العشوائي

 نحصل فيها على وجه، أحسب التباين والانحراف المعياري لهذا المتغير.

 

 لحل:ا      

 علمنا أن التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي كما يلي:(، 6-.من مثال )

2ّ1ّ1ّ𝒙 

4/1 4/. 4/1 𝒇(𝒙) 
 

 كما يلي:  𝛍ومن التوزيع الاحتمالي نحسب الوسط الحسابي 

𝛍 = ∑𝒙𝒊 𝒇(𝒙𝒊) = (𝟎)(𝟏/𝟒) + (𝟏)(𝟐/𝟒) + (𝟐)(𝟏/𝟒) = 𝟒/𝟒 = 𝟏

𝒊=𝟑

𝒊=𝟏

 

 التباين باستخدام صيغة الانحرافات عن الوسط الحسابي: حساب

𝛔𝟐 = ∑(𝒙𝒊

𝒊=𝟑

𝒊=𝟏

− 𝝁)𝟐𝒇(𝒙𝒊) 

= (𝟎 − 𝟏)𝟐  
𝟏

𝟒
 + (𝟏 − 𝟏)𝟐  

𝟐

𝟒
 + (𝟐 − 𝟏)𝟐  

𝟏

𝟒
 =

𝟏

𝟒
+ 𝟎 +

𝟏

𝟒
=

𝟏

𝟐
 

ّ
 :يليتخدام صيغة القيم مباشرة كما ونستطيع حساب التباين باس

𝝈𝟐 = [∑ 𝒙𝒊
𝟐𝒇(𝒙𝒊)

𝒊=𝟑
𝒊=𝟏 ]-𝝁  𝟐ّ

=[(𝟎)𝟐 (
𝟏

𝟒
) + (𝟏)𝟐 (

𝟐

𝟒
) + ( 𝟐)𝟐 (

𝟏

𝟒
)] − (𝟏)𝟐 =

 𝟔   

𝟒
− 𝟏 =

𝟏

𝟐
ّ

 

 إذن الانحراف المعياري لهذا المتغير العشوائي يساوي:

𝛔 = √𝝈𝟐 = √
𝟏

𝟐
= 𝟎. 𝟕𝟎𝟕𝟏 

ّ

 (:14-2مثال )
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 هذا الفصل المتغير العشوائي بأنه متغير كمي نعتمد في تحديد قيمه عرفنا في

على كل نتيجة من النتائج التي يمكن أن نحصل عليها من إجراء تجربة عشوائية، 

من المتغيرات العشوائية وهما المتغير العشوائي المتقطع )المنفصل( ويوجد نوعان 

صلة عن بعضها وقابلة للعدّ. التي يمكن أن يأخذها منف هقيمتغير عشوائي وهو م

ة قيمة في أن يأخذ أي المتصل( وهو متغير عشوائي يمكنهالمستمر )والمتغير العشوائي 

ترة أخذها متصلة ببعضها أي مستمرة في فأي تكون القيم التي يمكن أن ي، فترة معينة

 .معينة، وبالتالي فهي غير قابلة للعد

تمالي يسمى توزيع اح زيعه الاحتمالي، فتووإذا كان المتغير العشوائي متقطعاً

دالة كتلة الاحتمال، حيث قيمتها عند قيمة  يوتسم 𝒇(𝒙)متقطع ونعبر عنه بالدالة

ّ 𝒙معينة 𝑷(𝑿هي احتمال أن يأخذ المتغير هذه القيمة أي :، = 𝒙) = 𝒇(𝒙) ويجب ،

𝟎أن يتوفر في دالة كتلة الاحتمال الشرطان التاليان: ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟏ّّ،∑𝒇(𝒙) = 𝟏ّ.ّ
يسمى توزيع  ئي مستمراً، فتوزيعه الاحتماليأما إذا كان المتغير العشوا

. واحتمال أن وتسمي دالة كثافة الاحتمال 𝒇(𝒙)احتمالي مستمر ونعبر عنه بالدالة

يأخذ المتغير المستمر أية قيمة داخل فترة معينة مساوياً للمساحة المحصورة بين 

كثافة ة ويجب أن يتوفر في دال. الاحتمال لهذه الفترةدالة كثافة محور السينات ومنحني 

𝒇(𝒙):الاحتمال الشرطان التاليان ≥ والمساحة الكلية المحصورة بين منحنى دالة  ،𝟎

ّ.1ّكثافة الاحتمال ومحور السينات تساوي

 الثانيملخص الفصل 
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(، بحساب بعض ثم تعرضنا لوصف التوزيعات الاحتمالية )المجتمعات

لمجتمع توزيعاً احتمالياً معالم عندما يكون توزيع ا، وقد حسبنا هذه المعالمها الهامة

 :حيثمقطعاً، 

𝝁 : كما يلي𝛍  يُحسب الوسط الحسابي للمجتمع = ∑ 𝒙𝒊 𝒇(𝒙𝒊)
𝒊=𝒓
𝒊=𝟏ّ

ّ:بإحدى الصيغتين التاليتين 𝝈𝟐ويُحسب تباين المجتمع
ّ

𝝈𝟐 = [∑𝒙𝒊
𝟐𝒇(𝒙𝒊)

𝒊=𝒓

𝒊=𝟏

] − 𝝁𝟐  ،   𝝈𝟐  = ∑(𝒙𝒊 − 𝝁)𝟐
𝒊=𝒓

𝒊=𝟏

𝒇(𝒙𝒊) 

 

𝝈   فهو الجذر الموجب للتباين أي:   𝛔أما الانحراف المعياري  = √𝝈𝟐ّ
ّ
ّ
ّ

ّ  
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22ّ
ّ

 أحسب الوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري لكل من التوزيعات التالية: .1

ّ -أ
8ّ7ّ6ّ5ّ4ّ𝒙 

0.10ّ0.30ّ0.35ّ0.15ّ0.10ّ𝒇(𝒙) 
ّ -ب

4ّ3ّ2ّ1ّ1ّ𝒙 
1.11ّ1.35ّ1.31ّ1.21ّ1.14ّ𝒇(𝒙) 

ّّ-ـج
3ّ2ّ1ّ1ّ1-ّ2- 𝒙 
12/2ّ12/2ّ12/4ّ12/2ّ12/1ّ12/1 𝒇(𝒙) 

 

يمثل عدد الأوجه التي  X   قطع نقدية، واعتبار أن المتغير العشوائي 3عند إلقاء  .2

 ذاوالانحراف المعياري لهنحصل عليها، أحسب الوسط الحسابي والتباين 

 .المتغير

 

أحسب الوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري للتوزيع الاحتمالي  .3

 المتقطع التالي:

𝒇(𝒙) =  {
𝟏

𝟕
                   𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔

𝟎                                   𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆

 

     الذي يمثل المبيعات الأسبوعية  X   وزيع الاحتمالي للمتغير العشوائيإذا كان الت   .4

 :ن السيارات لوكالة معينة كما يليم   
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 .لتي تبيعها هذه الوكالة أسبوعياًأحسب القيمة المتوقعة لعدد السيارات ا         

 

 إذا كان لدينا التوزيع الاحتمالي المتقطع التالي: .5

4ّ3ّ2ّ1ّ1ّ𝒙 
c 0410 0430 k 04.0 𝒇(𝒙) 

ّ

 .Cو    Kفأوجد قيمة،   = E(X) 146   وكانت       
 

 
 
ّ  

4 3 . 1 0 𝒙 
04.0 0431 04.9 0411 0401 𝒇(𝒙) 
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ّ
ّ
ّ

ّ(ّتوزيعاتّاحتماليةّمتقطعةّهامة:3-1)ّ
لقد درسنا التوزيعات الاحتمالية بصفة عامة، وعرفنا كيفية تحديد صفاتها 

د سنتعرض  هذا البنوذلك باستخدام مقاييس للنزعة المركزية ومقاييس للتشتت. وفي

ا متطبيقه ، والتي تأتي منين من النوع المتقطع، نظراً لأهميتهالدراسة توزيعين احتمالي

 ، وهما توزيع ذات الحدين وتوزيع بواسون.بشكل واسع في الدراسات الإحصائية

 

ّ(ّتوزيعّذاتّالحدين:3-1-1)
محاولة وكان احتمال  من المرات المستقلة حيث يطلق على كل مرة n   إذا كررنا تجربة

 ،ربة يطلق عليها تجربة ذات الحدينالنجاح ثابت في جميع المحاولات، فهذه التج

 :ط التالية تسمى تجربة ذات الحدينأي أن أية تجربة عشوائية تتوفر فيها الشرو

 ة.ـــــــــــــاولات المتماثلـــن المحـــم n   نـــون مــــة تتكـــة عشوائيـــتجرب (1

لة تصنف نتيجتها إلى نجاح أو فشل، حيث المقصود بالنجاح هو ظهور كل محاو (2

 .نتيجة مرغوب فيها، والمقصود بالفشل هو ظهور نتيجة غير مرغوب فيها

 ض.ــــــــــــــــــــــــــا البعـــــن بعضهـــــة عــــاولات مستقلــــع المحـــجمي (3

فيها، ثابت من محاولة إلى احتمال النجاح، أي احتمال ظهور النتيجة المرغوب  (4

 أخرى.

 الثالثالفصلّ
 وزيعاتّاحتماليةّهام ةت
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الذي يمثل عدد المحاولات الناجحة يسمى متغير ذات الحدين X    والمتغير العشوائي

وتوزيعه الاحتمالي يطلق عليه توزيع ذات الحدين. والقيم التي يمكن أن يأخذها 

ّ:هي X   المتغير العشوائي
1,1,2,3,…………………,nّ

عدد المحاولات الناجحة يعني ذلك أن 1ّ القيمةXّ   فعندما يأخذ المتغير

، 1 تساويXّ   أن كل المحاولات فاشلة، وعندما تكون قيمة المتغير أي، يساوي صفر

  Xّّذا كانت قيمة المتغيرإ، وهكذا ... وأن محاولة واحدة فقط كانت ناجحة يعني ذلك

 .ذلك أن كل المحاولات كانت ناجحة يعني  nّّّتساوي

كن أن يأخذها هذا المتغير العشوائي هي قيم منفصلة وبما أن القيم التي يم

قيمة، إذن متغير ذات الحدين هو متغير متقطع. ّ(n+1) وقابلة للعدّ، فعددها يساوي

وبالتالي توزيعه الاحتمالي هو توزيع احتمالي متقطع، ودالة كتلة الاحتمال لتوزيع 

 ذات الحدين كما يلي:

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

 يع ذات الحدين:الوسط الحسابي والتباين لتوز

 ، فإن:يتبع توزيع ذات الحدين  X   إذا كان المتغير العشوائي

𝛍                            :الوسط الحسابي = 𝒏𝒑 

 n p q = n p(1-p)=𝝈𝟐 ّّّّن:ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــالتباي

 دالة كتلة الاحتمال لتوزيع ذات الحدين تأخذ الصيغة التالية:

𝒇(𝒙;𝒏, 𝒑) = 𝒄𝒙
𝒏𝒑𝒙𝒒𝒏−𝒙                𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐………………𝒏 

P ,n :هما المعلمتان اللتان يعتمد عليهما توزيع ذات الحدين. حيث 
n. عدد المحاولات الكلية : 
Pلنجاح في المحاولة الواحدة.: احتمال ا 
𝑞 ،احتمال الفشل في المحاولة الواحدة :q = (1-p). 
𝑥 .عدد المحاولات الناجحة : 
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ّ
 علمتين:يتبع توزيع ذات الحدين بم  X   إذا كان المتغير العشوائي 

5ّ=nّّّّّّّّّّّّّّ،P=1/3 

 .1ّ ةـــــأحسب احتمال أن يساوي المتغير القيم   أ( 

 .ط الحسابي والتباين لهذا التوزيعأحسب الوسب(       

ّ
ّالحل:ّّّ

 ، إذن:ن المتغير يتبع توزيع ذات الحدينبما أ .أ

𝒇(𝒙; 𝒏, 𝒑) =  𝑪𝒙
𝒏𝑷𝒙𝒒𝒏−𝒙   𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐………… . . 𝒏 

ّ
ّإذن في هذه الحالة دالة كتلة الاحتمال كما يلي:ّ،nّ،P=1/3ّ=5ّ  ما أنوب

𝒇(𝒙; 𝟓, 𝟏/𝟑) = 𝑪𝒙
𝟓(

𝟏

𝟑
)𝒙(

𝟐

𝟑
)𝟓−𝒙               𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓 

 

𝒙 وبالتعويض في صيغة دالة كتلة الاحتمال بالقيمة = ى الاحتمال عل نحصل 𝟏

 :المطلوب وذلك كما يلي

𝑷(𝑿 = 𝟏) = 𝒇(𝟏) = 𝑪𝟏
𝟓  (

𝟏

𝟑
)𝟏(

𝟐

𝟑
)𝟒 = 𝟖𝟎 𝟐𝟒𝟑 = 𝟎. 𝟑𝟐𝟗𝟐 

 

𝛍                                                                   :الحسابي الوسط .ب = 𝒏𝒑 = (𝟓)(𝟏 𝟑⁄ ) = 𝟓/𝟑 = 𝟏
𝟐

𝟑
ّ

𝟏ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ:التباين

𝟗
ّ1ّ=ّnpq =  (5)(1/3)(2/3) = 

𝟏𝟎

𝟗
ّ=𝝈𝟐ّ

ّ

ّ
طلبة في امتحان في مادة الرياضيات، فإذا كان احتمال النجاح في هذا  7 أشترك

ّ:أحسب ،1.61  الامتحان

 : (1-3مثال )

 (:2-3مثال )
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ّ.ةـــــطلب 4ينجح احتمال أن       أ(
 .احتمال أن ينجح كل الطلبةب(  

ّ
ّالحل:ّّّّّّ

ربة العشوائية المذكورة تتوفر فيها شروط توزيع في هذا المثال نلاحظ أن التج

ذات الحدين حيث ان عدد المحاولات الكلية = العدد الكلي للطلبة المشتركين في 

nّّّ=7ّّّّّّّّّ:أي أن  الامتحان،
ّ     P  =  0.60 واحتمال النجاح

 

 بما أن دالة كتلة الاحتمال لتوزيع ذات الحدين في هذا المثال كما يلي:

𝒇(𝒙; 𝟕, 𝟎. 𝟔) = 𝑪𝒙
𝟕(𝟎. 𝟔)𝒙(𝟎. 𝟒)𝟕−𝒙         𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, ……… . . 𝟕 

 طلبة بالتعويض في صيغة دالة كتلة الاحتمال  4نحصل على احتمال أن ينجح أ(   

 وذلك كما يلي:ّبالقيمة،         

 

𝑷(𝑿 = 𝟒) = 𝒇(𝟒) = 𝑪𝟒
𝟕(𝟎. 𝟔)𝟒(𝟏 − 𝟎. 𝟔)𝟕−𝟒 

=
𝟕!

𝟒!(𝟕−𝟒)!
 (𝟎. 𝟔 )𝟒  (𝟎. 𝟒)𝟑  = 𝟎. 𝟐𝟗𝟎𝟑ّ

 

 نحصل على احتمال ان ينجح كل الطلبة بالتعويض في صيغة دالة كتلة الاحتمال ب( 

𝒙 بالقيمة         =  ، وذلك كما يلي: 𝟕

𝑷(𝒙 = 𝟕) = 𝒇(𝟕) = 𝑪𝟕
𝟕 (𝟎. 𝟔)𝟕(𝟏 − 𝟎. 𝟔)𝟕−𝟕 

= 
    𝟕!      

𝟕!(𝟕−𝟕)!
  (0.6)𝟕 (0.4)𝟎  = (0.6)𝟕  =0.028ّ

ّ
ّ
ّ
ّ
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 ّ
من الإنتاج الكلي في مصنع معين إنتاجا تالفاً، فإذا سحبنا  0410 إذا كان

وحدات، فما احتمال أن يكون عدد الوحدات التالفة أقل  6الإنتاج عشوائياً من هذا 

ّ؟وحدات 3من
ّ

ّالحل:ّّّّ
متغير   X  لتالفة، فسيكونيمثل عدد الوحدات ا   X بفرض أن المتغير العشوائي

 المطلوب: والاحتمال ، n=6 ، P=0.10  عشوائي يتبع توزيع ذات الحدين بالمعلمتين

  P(𝑿  < 3)  ّحيث:ّ
𝑷(𝑿 < 3) = 𝑷(𝑿 = 𝟎) + 𝑷(𝑿 = 𝟏) + 𝑷(𝑿 = 𝟐) 

نحصل على  كتلة الاحتمال لتوزيع ذات الحدين،وبالتعويض في دالة 

 :التاليةالاحتمالات 

𝑷(𝑿 = 𝟎) = 𝒇(𝟎) = 𝑪𝟎
𝟔(𝟎. 𝟏𝟎)𝟎(𝟏 − 𝟎. 𝟏𝟎)𝟔−𝟎 

=
     𝟔!    

𝟎! (𝟔 − 𝟎)!
(𝟏)(𝟎. 𝟗𝟎)𝟔 = 𝟎. 𝟓𝟑𝟏𝟒 

ّ
𝑷(𝑿 = 𝟏) = 𝒇(𝟏) = 𝑪𝟏

𝟔(𝟎. 𝟏𝟎)𝟏(𝟏 − 𝟎. 𝟏𝟎)𝟔−𝟏 

=
     𝟔!        

𝟏! (𝟔 − 𝟏)!
(𝟏. 𝟏𝟎)(𝟎. 𝟗𝟎)𝟓 = 𝟎. 𝟑𝟓𝟒𝟐 

 
𝑷(𝑿 = 𝟐) = 𝒇(𝟐) = 𝑪𝟐

𝟔(𝟎. 𝟏𝟎)𝟐(𝟏 − 𝟎. 𝟏𝟎)𝟔−𝟐

=
     𝟔!      

𝟐! (𝟔 − 𝟐)!
(𝟏. 𝟏𝟎)𝟐(𝟎. 𝟗𝟎)𝟒 = 𝟎. 𝟎𝟗𝟖𝟒 

 إذن الاحتمال المطلوب هو:

𝑷(𝑿 < 3) = 𝑷(𝑿 = 𝟎) + 𝑷(𝑿 = 𝟏) + 𝑷(𝑿 = 𝟐)

= 𝟎. 𝟓𝟑𝟏𝟒 + 𝟎. 𝟑𝟓𝟒𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟗𝟖𝟒 = 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟎 
  

 
 

 (:3-3مثال )
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ّ
 أكثر؟مرتين أو  3 ما احتمال ظهور العددمرات، ف 4 إذا ألقينا مكعب نرد

ّ
ّالحل:ّّّّّ

فاحتمال الحصول على ّ،3 هنا تعتبر الرمية أي المحاولة ناجحة إذا ظهر العدد

و أكثر، أي أ 2 مرتين أو أكثر المقصود به أن يكون عدد المحاولات الناجحة 3 العدد

أو أكثر، بما  2يساوي الذي يمثل عدد المحاولات الناجحة  x  يكون المتغير العشوائي

ّذات الحدين بمعلمتين:توزيع  يتبع أن هذا المتغير
4= n.)عدد المحاولات الكلية( 

6/1=P  في محاولة واحدة(. 3)احتمال النجاح = احتمال ظهور العدد 

 

 :x   إذن دالة الاحتمال لهذا المتغير العشوائي

𝒇(𝒙; 𝟒, 𝟏/𝟔) = 𝑪𝒙
𝟒(

𝟏

𝟔
)𝒙(

𝟓

𝟔
)𝟒−𝒙        𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 

 

 ي:ــــــــوالاحتمال المطلوب يحسب كما يل

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝒇(𝟐) + 𝒇(𝟑) + 𝒇(𝟒) 
ّ:ّحيث

𝑷(𝑿 = 𝟐) = 𝒇(𝟐) = 𝑪𝟐
𝟒(

𝟏

𝟔
)𝟐(

𝟓

𝟔
)𝟐 = 𝟎. 𝟏𝟏𝟓𝟕 

𝑷(𝑿 = 𝟑) = 𝒇(𝟑) = 𝑪𝟑
𝟒(

𝟏

𝟔
)𝟑(

𝟓

𝟔
) = 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟒 

𝑷(𝑿 = 𝟒) = 𝒇(𝟒) = 𝑪𝟒
𝟒(

𝟏

𝟔
)𝟒(

𝟓

𝟔
)𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟖 

 إذن الاحتمال المطلوب:

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝒇(𝟐) + 𝒇(𝟑) + 𝒇(𝟒) = 𝟎. 𝟏𝟏𝟓𝟕 + 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟒 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟖 = 𝟎. 𝟏𝟑𝟏𝟗 

ّ
ّ

 (:4-3مثال )
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ّ
ّ

 إذن نستطيع حساب الاحتمال المطلوب في هذا المثال كما يلي:،ّ𝒇(𝒙)∑=1بما ان

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝟏 − 𝑷(𝑿 < 2) 

ويكون من السهل الحل باستخدام هذه الطريقة، عندما يكون العدد الكلي 

𝑷(𝑿،ّفإنn=10ّ   ، فمثلاً إذا كانتكبيراً nللمحاولات  ≥  يحسب كما يلي:  (𝟐

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝟏 − 𝑷(𝑿 < 2) = 𝟏 − [𝒇(𝟎) + 𝒇(𝟏)] 

 أسهل من حسابه كما يلي:

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝒇(𝟐) + 𝒇(𝟑) + 𝒇(𝟒) + 𝒇(𝟓) + 𝒇(𝟔) + 𝒇(𝟕) + 𝒇(𝟖) + 𝒇(𝟗) + 𝒇(𝟏𝟎) 
 

ّ(ّتوزيعّبواسون:3-1-2)
 الذي يمثل X   التجارب العشوائية التي تعطينا نتائجها قيمة المتغير العشوائي

العدد الكلي لمرات الحصول على حدث ما في فترة زمنية معينة، قد تكون هذه الفترة 

، قد تكون هذه المنطقة . أو في منطقة محددةأو ساعة أو يوماً أو ... الخ دقيقةثانية أو 

 ، بحيث يكون ظهور الحدث فيو متراً مربعاً من مساحة ... الخصفحة من كتاب أ

، هذه التجارب يطلق عليها تجارب بواسون، نسبة هذه الفترة أو المنطقة عشوائياً

يطلق عليه متغير بواسون ـ  X  للعالم الفرنسي سيمون بواسون، والمتغير العشوائي

 الي يسمى توزيع بواسون.وتوزيعه الاحتم

محل تجاري ، عدد الزبائن الذين يدخلون ومن الأمثلة على تجربة بواسون

 في الساعة، عدد حوادث أحد الفنادق ام، عدد السيارات التي تمر من أممعين في الساعة

فئران ل، عدد الأخطاء المطبعية في صفحة من كتاب، عدد اشهرياً ماالسيارات في مدينة 

 ،ى قيم متغير بواسون عن طريق العد، وبما أننا نحصل علن منطقة زراعيةفي هكتار م

إذن متغير بواسون هو متغير عشوائي متقطع، وبالتالي سيكون له دالة كتلة احتمال، 

 وهي كما يلي:

 ملاحظة:
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ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

 الوسط الحسابي والتباين لتوزيع بواسون:

 يتبع توزيع بواسون، فإن: X   إذا كان المتغير العشوائي

𝛌=𝛍ّ                                                     :ه الحسابيوسط
𝛌=𝛔𝟐ّ                                                  : هــــــــــــــــوتباين

𝛌ّ=ّّّّتباينه=ّّّّّّأي أن الوسط الحسابي للتوزيع

 ّ
ئن في الساعة، فأحسب زبا 6إذا علمت أن الزبائن يدخلون محل للملابس بمعدل 

 ما يلي:

 ة.ـــــــــة القادمـــــــلال الساعـزبائن خ 8ل ـاحتمال أن يدخل المح (أ

 .خلال الساعة القادمة زبائن 7و 3احتمال أن يدخل المحل ما بين  ب(      

 ة.ــزبائن خلال الساعة القادم 4من  احتمال أن يدخل المحل أكثر   (ـج       
ّّّّّّ

ّ:الحلّّّّّ
احد هو  الساعة الوالمتغير العشوائي الذي يمثل عدد الزبائن الذين يدخلون المحل في

=                                          :حيثمتغير بواسون،  𝝁 = 𝟔 ّ𝛌ّّ
ّ:إذن

ّأ(ّ
ّب(ّ

 :(5-3مثال )

 دالة كتلة الاحتمال لتوزيع بواسون تأخذ الصيغة التالية:

𝑓(𝑥; 𝜆) =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
           𝑥 = 0,1,2, …… 

ة وهي        ، حيث: 𝜆يعتمد التوزيع على معلمة واحد
𝜆هي معدل وقوع الحدث في وحدة زمنية أو مكانية واحدة وهي تساوي : 

 الوسط الحسابي لتوزيع بواسون.     
      𝑥.ظاهرة ما في فترة زمنية معينة  : العدد الكلي لمرات ظهور 

  2.71828 ≅ 𝑒        

 

𝑷(𝟑 < 𝑋 < 7) = 𝑓(𝟒) + 𝒇(𝟓) + 𝒇(𝟔) 
 

1.1133ّ=ّّ𝑷(𝑿 = 𝟖) = 𝒇(𝟖) =
𝒆−𝟔(𝟔)𝟖

𝟖!
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ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ 
 
 
 

𝒇(𝒙)∑            ، يجب أن يكونتوزيع متقطع كأى أن توزيع بواسون بما   (جـ =  إذن ،𝟏

 نستطيع حساب الاحتمال المطلوب كما يلي:

𝑷(𝑿 > 4) = 𝟏 − [𝒇(𝟎) + 𝒇(𝟏) + 𝒇(𝟐) + 𝒇(𝟑) + 𝒇(𝟒)] 
 
= 𝟏 − [

𝒆−𝟔(𝟔)𝟎

𝟎!
+

𝒆−𝟔(𝟔)

𝟏!
+

𝒆−𝟔(𝟔)𝟐

𝟐!
+

𝒆−𝟔(𝟔)𝟑

𝟑!
+

𝒆−𝟔(𝟔)𝟒

𝟒!
] 

1.7149=[𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟎𝟏𝟒𝟗 + 𝟎. 𝟎𝟒𝟒𝟔 + 𝟎. 𝟎𝟖𝟗𝟐 + 𝟎. 𝟏𝟑𝟑𝟗]-1=ّ
 

 ّ
سط وتستقبل في فترة دوام الموظفين في المت ماامعة الة دَّ إذا علمت أن ب

 :مكالمتين في الدقيقة الواحدة، فأحسب ما يلي

 .ةــــة القادمـمكالمة واحدة في الدقيقاحتمال أن تستقبل هذه البدّالة    أ(  

 .متين أو أكثر في الدقيقة القادمةتقبل هذه البدّالة مكالاحتمال ان تسب( 
ّ

ّ:الحلّّّّ
لدقيقة االمتغير العشوائي الذي يمثل عدد المكالمات التي تستقبلها البدّالة في 

 : الواحدة هو متغير بواسون، حيث

𝛌 = 𝛍 = 𝟐 

ّأ.
ّ

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐) = 𝟏 − [𝒇(𝟎) + 𝒇(𝟏)] 

=ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ.ّّّّب 𝟏 − [
𝒆−𝟐(𝟐)𝟎

𝟎!
+

𝒆−𝟐(𝟐)

𝟏!
]ّ

 ( :6-3مثال )

=
𝒆−𝟔(𝟔)𝟒

𝟒!
+    

𝒆−𝟔(𝟔)𝟓

𝟓!
+

𝒆−𝟔(𝟔)𝟔

𝟔!
 

 
= 𝟎. 𝟏𝟑𝟑𝟗 + 𝟎. 𝟏𝟔𝟎𝟔 + 𝟎. 𝟏𝟔𝟎𝟔 = 𝟎. 𝟒𝟓𝟓𝟏 

 

𝑷(𝑿 = 𝟏) = 𝒇(𝟏) =
𝒆−𝟐(𝟐)

𝟏!
= 𝟎. 𝟐𝟕𝟎𝟕 

 

= 𝟏 − [𝟎. 𝟏𝟑𝟓𝟑 + 𝟎. 𝟐𝟕𝟎𝟕]   = 𝟎. 𝟓𝟗𝟒𝟎 
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31ّ
 

 مرات، فأحسب احتمال الحصول على وجه أكثر من مرتين.5ّّقطعة نقود لقيناإإذا  .1

 ي:ـــــــــمرات، فأحسب ما يل8ّّلقينا زهرة نردإذا إ .2

 رات.ـــــــــــــــــــأربع م6ّّاحتمال الحصول على العدد -أ       

 ثلاث مرات.4ّّاحتمال الحصول على عدد أكبر من -ب

 ن.ـــــــــأكثر من مرتي5ّّاحتمال الحصول على العدد -جـ      

 ل.ـــــــاحتمال الحصول على عدد زوجي مرتين أو أق -د       

1.14ّّإذا علمت أن احتمال أن تكون وحدة تالفة في إنتاج مصنع ما يساوي .3 فإذا ،

وحدات، فأحسب احتمال أن 7ّّاستلمنا طلبية من إنتاج هذا المصنع تحتوي على

 .هذه الطلبية على وحدة فقط تالفة تحتوي

وحدة، فأحسب الوسط 111ّّفي التمرين السابق، إذا كانت الطلبية تحتوي على .4

 .الوحدات التالفة في هذه الطلبية الحسابي وتباين عدد

ّ، فإذا كان احتمال النجاح في هذا الامتحانالرياضةتحان مادة طلبة في ام6ّّأشترك .5
 :أحسب ما يلي1.72ّ

 ة.ــــــــــــــــطلب4ّاحتمال أن ينجح أ( 

 ة.ــــــــاحتمال أن ينجح كل الطلبب(      

 .د ــــــــــــــح أحـاحتمال أن لا ينج (ـج    

 طلبة.5ّاحتمال أن ينجح أكثر من  (د      

ّ،2ّّعدل الوحدات التي بها عيوب في إنتاج آلة في الساعة الواحدة يساويإذا كان م .6
 فأحسب ما يلي:

 .ةــــالساعة القادم وحدات بها عيوب في4ّّاحتمال أن تنتج هذه الآلةّّأ.ّّ
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 احتمال أن لا تنتج هذه الآلة أية وحدة بها عيوب في الساعة القادمة.ّب.ّ

لإملائية التي يرتكبها طالب في السنة الخامسة إذا علمت أن الوسط الحسابي للأخطاء ا .7

مسة لسنة الخاأخطاء في الصفحة الواحدة، فإذا طلبنا من طالب في ا5ّّالابتدائية يساوي

 أو أقل؟2ّ، فما احتمال أن يكون عدد الأخطاء التي يرتكبها أن يكتب صفحة واحدة

ّفي الدقيقة الواحدة إذا علمت أن تباين عدد الزبائن الذين يدخلون محل مواد غذائية .8
 زبائن، فأحسب ما يلي:3ّ

 ة.ـــــــــــــــة القادمــن في الدقيقـزبائ4ّّلـل المحـال أن يدخـاحتم.ّأ

 زبائن في الدقيقة القادمة.5ّو 2ّاحتمال أن يدخل المحل ما بين.ّب

 ة.ــزبائن في الدقيقة القادم3ّّاحتمال أن يدخل المحل أكثر من.ّجـ

ّ  
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ّتّاحتماليةّمستمرةّهام ة:(ّتوزيعا3-2)ّ
ولكن أهمها هو التوزيع الطبيعي  لا نهائي من التوزيعات المستمرة، يوجد عدد

والتي سنقوم  ، tّتوزيعّمثلّوبعض التوزيعات المستمرة الأخرى المتعلقة به،

ّبدراستها فيما يلي :
ّ
ّ:ّالتوزيعّالطبيعي (3-2-1)

في  المستمرة واكثرها استعمالا التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية

التطبيقات الإحصائية، وقد سمى بالتوزيع الطبيعي، لأن الكثير من الظواهر المشاهدة 

واهر زيع أو يستعمل كتقريب لتوزيعاتها، ومن هذه الظفي العلوم الطبيعية تتبع هذا التو

يمثل دالة  ، الأطوال، الأوزان، مستوى الذكاء .... الخ. والمنحني الذي)المتغيرات(

لي المستمر يسمى المنحني الطبيعي، وهو كثافة الاحتمال لهذا التوزيع الاحتما

ل لانهاية ومتماثل حوّ، ويمتد طرفاه إلى مامنحني ناقوسي الشكل، أي وحيد المنوال

ّ(.1-3شكلّ)ّقيمة الوسط الحسابي، وذلك كما هو موضح في
 الانحراف المعياري                  

                                σ 

ّ
ّ

𝛍ّ=ّّالوسط
ّ(1-3شكلّ)

الذي يتبع هذا التوزيع، المتغير Xّ   يطلق على المتغير العشوائي المستمر

العشوائي الطبيعي. وتعتمد دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع على معلمتين، هما 

𝛔التوزيعّوتباين𝛍ّ الوسط الحسابي للتوزيع
𝟐.ّ

 

𝑥 
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 الاحتمال للتوزيع الطبيعي تأخذ الصورة التالية:ودالة كثافة 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

وتوجد عائلة من التوزيعات الطبيعية، تختلف باختلاف الوسط الحسابي 

والتباين حيث الوسط الحسابي يحدد لنا مركز التوزيع، وبما أن التوزيع الطبيعي هو 

تكون قيمة لي سوبالتا الوسط الحسابي = الوسيط = المنوال،توزيع متماثل فسنجد أن 

 التي تحت موضع قمة المنحني الطبيعي. X   الوسط الحسابي هي قيمة

فإذا كان لدينا توزيعان مختلفان في قيمة الوسط الحسابي ومتساويان في التباين 

فيكون المنحنيان متماثلين تماماً والاختلاف بينهما هو موقع كل منهما، فالتوزيع 

ّخر، وذلك كما هوقعه على يمين المنحني الآموالذي وسطه الحسابي أكبر يكون 
 .(2-3)ّواضح في شكل

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ
ّ

ّ(2-3شكلّ)

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒 

1

2
(
𝑥−𝜇

𝜎
)2                         -∞ < 𝑥 < ∞ 

μ   ،σ
2

 هما المعلمتان اللتان يعتمد عليهما التوزيع الطبيعي ، حيث : 

μ  :حسابي للتوزيع الطبيعي.الوسط ال 

σ
2

 تباين التوزيع الطبيعي.:  

𝑒 = 2.71828……                𝜋 = 3.14159…… 

𝜎 = 5 𝜎 = 5 𝜎 = 5 

𝝁 = 𝟐𝟎                                      𝝁 = 𝟑𝟎                                   𝝁 = 𝟒𝟎                             𝒙     
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أما إذا كان المنحنيان متساويين في الوسط الحسابي ومختلفين في التباين، فسيكون 

كون التوزيع الأكثر تبايناً ستيمثل المنحنيان في نفس الموقع ولكن المنحني الذي 

و ، وذلك كما هخرمنحني الذي يمثل التوزيع الآالمن  قمته منخفضة ومتسعة أكثر

ّ(.3-3)ّفي شكلّواضح
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(3-3شكلّ)
 فيّوبالطبع قد يختلف التوزيعان في الوسط الحسابي والتباين، وذلك كما هو واضح

.(4-3)ّشكل  
 

ّ

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(4-3شكلّ)
ّ(ّخواصّالتوزيعّالطبيعي:3-2-2)

  ة الاحتمال للتوزيع الطبيعي، منحنى متصل لجميعالمنحني الذي يمثل دالة كثاف .1

حول قيمة  ومتماثلاوحيد المنوال  ناقوسياً ويأخذ شكلاً ّّّّإلىّــــّّّّمنّّقيم

ّّالوسط الحسابي وهي القيمة المقابلة لقمة المنحني، وذلك كما هو واضح في شكل
ّ

𝜎 = 5 

𝜎 = 10 

𝜎 = 16 

𝑥 𝜇 = 50 

𝜎
1
 

𝜎
2

 

𝜇1                                                 𝜇2                               𝑥 

𝝁
𝟏
< 𝝁𝟐         ,           𝝈𝟏 < 𝝈𝟐 

∞   ∞ x     

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

114 
 

 ال لة كثافة احتم، وحيث أن المساحة الكلية المحصورة بين منحني أية دا(3-4)ّّّّّ

 المساحة  =إذن فالمساحة على يمين الوسط الحسابي ،1ّ=ّوالمحور الأفقي         

 .1.51ّ=ّالتي على يساره         

 الوسط الحسابي للتوزيع = المنوال = الوسيط. .2

المنحني إلى ما لا نهاية ويزداد اقترابهما من المحور الأفقي كلما بعدت  يمتد طرفا .3

 وسط الحسابي ولكن لا يلتقيان به.النقطة عن ال

 .1ّّبما أن التوزيع الطبيعي توزيع متماثل، إذن أي معامل للالتواء يساوي .4

التوزيع الطبيعي هو توزيع  أي أن،3ّّ=ّّللتوزيع الطبيعي المعامل العزمي للتفرطح .5

 ، ولذلك يسمى أحياناً بالتوزيع المعتدل.معتدل

𝝁ّرة بينالمساحة تحت المنحني الطبيعي والمحصو .6 + 𝝈ّ،𝝁 − 𝝈ّ68.26ّ%ّتمثل

𝝁 ّمن المساحة الكلية ، والمساحة بين − 𝟐𝝈, 𝝁 + 𝟐𝝈ّوالمساحة 95.44ّ%ّتمثل

𝝁 بين − 𝟑𝝈, 𝝁 + 𝟑𝝈ّ(5-3)ّوذلك كما هو واضح في شكلّ،99.74%ّتمثل .
 ّ:وبما أن المساحات تحت دالة كثافة الاحتمال تمثل احتمالات، إذن

𝑷(𝝁 − 𝝈 < 𝑿 < 𝝁 + 𝝈) = 𝟎. 𝟔𝟖𝟐𝟔 

𝑷(𝝁 − 𝟐𝝈 < 𝑿 < 𝝁 + 𝟐𝝈) = 𝟎. 𝟗𝟓𝟒𝟒 

𝑷(𝝁 − 𝟑𝝈 < 𝑿 < 𝝁 + 𝟑𝝈) = 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟒 

 

 
 (5-3شكلّ)

 أية قيمة بين𝐗  ونستطيع حساب احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي الطبيعي

𝒙𝟏ّ نتيقيم  .𝒙𝟐ّبحساب المساحة المحصورة بين المنحنى ومحور السينات 

%99.74 %95.44 %68.26 

  𝝁 − 𝟐𝝈           𝝁           𝝁 + 𝟐𝝈              

         𝝁       𝝁 + 𝟑𝝈          

𝑿 
 𝝁 − 𝟑𝝈             𝝁          𝝁 + 𝟑𝝈           

𝝁 − 𝝈         𝝁        𝝁 + 𝝈       

         𝝁       𝝁 + 𝟑𝝈          
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𝑿ّّوالواقعة بين =   𝒙 𝟐  , 𝑿 = 𝒙𝟏ّ وذلك بتكامل دالة كثافة الاحتمالات، وذلك كما

 (.6-3)ّهو موضح في شكل
𝑷(  𝒙𝟏  ≤ 𝑿 ≤  𝒙𝟐) 

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(6-3شكلّ)ّ
ولكن هذه الدالة ليس من السهل تكاملها، ولتسهيل حساب الاحتمال بالنسبة 

متغير عشوائي  إلى𝐗ّ الطبيعيّلأي توزيع طبيعي نقوم بتحويل المتغير العشوائي

ّ Z طبيعي معياري نرمز له بالرمز التوزيع  Z ويطلق على توزيع المتغير العشوائي،

 .الطبيعي المعياري

ّ(ّالتوزيعّالطبيعيّالمعياري:3-2-3)
𝛍ّهو توزيع طبيعي وسطه الحسابي = 𝝈𝟐ّوتباينه𝟎ّّّّ = 𝟏. ّ

وائي الطبيعي المعياري إلى المتغير العشxّّونقوم بتحويل المتغير العشوائي الطبيعي

z:كما يلي ، 

ّ

عن ،ّّ Xّبالتعويض في دالة كثافة الاحتمال الخاصة بأي متغير عشوائي طبيعي

بالقيمة واحد نحصل على دالة كثافة  𝝈𝟐بصفر وعن التباين𝛍ّّالحسابيّالوسط

والتي (7ّ-3)ّالموضحة في شكل Zّالاحتمال للمتغير العشوائي الطبيعي المعياري

 تأخذ الصورة التالية:

 

 

Z = 
𝑿−𝝁𝒙

𝝈𝒙
 

𝒇(𝒛) =  
𝟏

√𝟐𝝅
𝒆−

𝟏

𝟐
𝒛𝟐

            − ∞ < 𝒛 < ∞ 

𝒙𝟏     𝝁              𝒙𝟐                        𝒙 
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ّ
ّ
ّ

 

والمساحات تحت المنحني الطبيعي المعياري من السهل الحصول عليها بتكامل دالة 

وقد حُسبت هذه المساحات وعرضت في جدول ، وذلك مثل  ،𝒇(𝒁) كثافة الاحتمال

 ( في ملحق الجداول الإحصائية.0جدول رقم ) م . 

يساوي (𝒛𝟐،𝒛𝟏ّ)ّأية قيمة في الفترة𝐙ّّتغير العشوائي الطبيعيواحتمال أن يأخذ الم

المساحة المحصورة بين المنحنى الطبيعي المعياري والمحور الأفقي وبين 

𝐙 المستقيمين =  𝒛 𝟏ّّ،𝐙 = 𝒛𝟐ّ.لحساب هذه المساحة(1ّم.)ّونستخدم جدول 

𝑷( 𝒛 𝟏 أي حساب < 𝒁 < 𝒛𝟐).ّ
ل هذا الجدول تمثل المساحات المحصورة بين المنحنى الطبيعي والبيانات داخ

القيمة  والمستقيم المرسوم عند ، 𝐙 = 0 فقي وبين المستقيمالمعياري والمحور الأ

، وقيم هذا المتغير يمثلها العمود الأول والسطر الأول في الجدول   𝐙 المعطاة للمتغير

، أما السطر 𝐙  شري الأول للمتغيرفالعمود الأول يمثل العدد الصحيح والعدد الع

، تحتوي  Z ، وإذا كانت قيمة المتغيرلعدد العشري الثاني لهذا المتغيرالأول فيحدد ا

ذا إلى رقمين عشريين أولا ثم نستخدم ه على أكثر من رقمين عشريين ، يجب تقريبها

 الجدول .

نستطيع  ،معياريتع بها المنحني الطبيعي الواعتمادا على خاصية التماثل التي يتم

، وذلك كما سنبينها حساب أي مساحة مرغوب فيها، بين المنحني والمحور الأفقي

 مثلة التالية :من خلال الأ

z 

ّ(7-3كلّ)ش 
 

μ = 0 

 σ = 1 

          3    2     1     1       1-       2-     3- 
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ّ
يتبع التوزيع الطبيعي المعياري، فأحسب  𝐙إذا كان المتغير العشوائي 

 الاحتمالات التالية:

𝑷(𝟎 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟑) ّّّّّّّّّّّّّّّ𝑷(−𝟎. 𝟓𝟕 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟏𝟐) 
𝑷(𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟑)    ّّّّّّّّّّّّّّّّّ𝑷(𝟏. 𝟏𝟐 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟏) 

    𝑷(−𝟏. 𝟒𝟑 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟑)ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ𝑷(𝒁 ≥ 𝟏. 𝟐𝟖) 

ّ
ّالحل:ّّّّّّ

𝑷(𝟎ّالاحتمال المطلوب -أ ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. يساوي المساحة بين المنحني الطبيعي  (𝟒𝟑

وذلك كما Z =1.43ّوّ Z =0 مستقيمينالمعياري ومحور السينات، والمحصورة بين ال

ّنجد أن هذه المساحة مساوية للقيمةّ(،1)م.ّومن جدولّ(،8-3)ّهو واضح من شكل
𝑷(𝟎              أي أن:ّ.1.4236ّ ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟑) = 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟔 

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ
ّ(8-3شكلّ)

𝐏(𝐙  الاحتمال المطلوبّ-ب ≤ 𝟏. المساحة بين المنحنى الطبيعي يساوي ّ(𝟒𝟑

ّإلىّ∞−أي المساحة من،1.43ّّمعياري ومحور السينات والتي على يسار القيمةال
، 1.43ّإلى1ّّمضافاً إليها المساحة1ّّإلىّ∞−ّوهي تساوي المساحة من،1.43ّّ

ّتساوي1ّّإلىّ∞−ّ، وبما أن المساحة من(9-3)ّوذلك كما هو موضح في الشكل
ّ

 :( 7-3مثال )

1.4236 

1.43            1 z 

 د.
 .ب

 .جـ
ه

 .ـ
 .و

 .أ

044.36 
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إذن الاحتمال ،ّ(1)م.ّلجدوّمن1.4236ّّتساوي1.43ّّإلى1ّّمنّوالمساحة1.51ّّ

𝑷(𝒁        :المطلوب يساوي ≤ 𝟏. 𝟒𝟑) = 𝟎. 𝟓𝟎 + 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟔 = 𝟎. 𝟗𝟐𝟑𝟔 

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ
ّ

.𝑷(−𝟏ّالاحتمال المطلوبّ-ـج 𝟒𝟑 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. يساوي المساحة بين المنحنى ّ(𝟒𝟑

𝒁الطبيعي المعياري ومحور السينات والمحصورة بين المستقيمين = −𝟏. 𝟒𝟑ّ

𝒁و = 𝟏. ّإلىّ-1.43ّالمساحة منّتساوي1.43ّّإلى1ّّمنّوبما أن المساحةّ،𝟒𝟑
، وذلك لأن المنحنى الطبيعي المعياري متماثل ّ(11-3)ّهو واضح من شكلّكما،1ّ

 ، إذن الاحتمال المطلوب :

𝑷(−𝟏. 𝟒𝟑 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟑) = 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟔 + 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟔 = 𝟎. 𝟖𝟒𝟕𝟐 
ّ
 

𝑷(−𝟏. 𝟒𝟑 < 𝒛 < 𝟎)           𝑷(𝟎 < 𝒛 < 𝟏. 𝟒𝟑) 

ّ
ّ
ّ
 

ّ
ّ

ّ(11-3شكلّ)

1.4236 1.5 

1.43           1 

1.4236 1.4236 

   Z         1.43             1                1.43 - 

 (9-3شكلّ)

z 
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.𝑷(−𝟎الاحتمال المطلوبّ-د 𝟓𝟕 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. يساوي المساحة بين المنحنى ّ(𝟏𝟐

وّّ Z=0.57ّ -ّالطبيعي المعياري ومحور السينات والمحصورة بين المستقيمين
Z=1.12ّ،ّإلى1ّمضافاً إليها المساحة من 1ّّإلىّ-1.57ّوهي تساوي المساحة من

1ّّإلىّ-1.57وبما ان المساحة من ،ّ(11-3)ّلك كما هو موضح في الشكلوذ،1.12ّ
نجد ّ(1)م.ّالمنحنى متماثل ، فمن جدولّلأن1.57ّّإلى1ّّمنّالمساحةّتساوي

ّّ:أن
ّ.1.2157ّ=1.57ّّّإلى1ّّمنّالمساحة
ّ.1.3686ّ=1.12ّّّإلى1ّّمنّالمساحة

 إذن الاحتمال المطلوب:

𝑷(−𝟎. 𝟓𝟕 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟏𝟐) = 𝟎. 𝟐𝟏𝟓𝟕 + 𝟎. 𝟑𝟔𝟖𝟔 = 𝟎. 𝟓𝟖𝟒𝟑 

ّ
ّ
 

ّ
ّ

ّ(11-3شكلّ)
ّ 𝑃(1.12 الاحتمال المطلوب-هـ ≤ 𝒁 ≤ يساوي المساحة بين المنحنى  (1.41

  Z=1.41وZ=1.12ّّّالطبيعي المعياري ومحور السينات والمحصورة بين المستقيمين

،1.12ّّإلى1ّّمنّالمساحةّمنهاّمطروحا1.41ًّّإلى1ّّوهي تساوي المساحة من

 :، وبما أن(12-3)ّوذلك كما هو موضح في الشكل

1.4217ّ=1.41ّّّإلى1ّّمنّالمساحة
ّ.1.3686ّ=1.12ّّّإلى1ّّ منّالمساحة

 

0
43
6
1
6

 

0
4.
1
1
.

 

141.     0     041. -  Z 
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 إذن الاحتمال المطلوب:

𝑷(𝟏. 𝟏𝟐 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟒𝟏) = 𝟎. 𝟒𝟐𝟎𝟕 − 𝟎. 𝟑𝟔𝟖𝟔 = 𝟎. 𝟎𝟓𝟐𝟏 

ّ
ّ

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(12-3شكلّ)
𝑷(𝒁ّالاحتمال المطلوب-و ≥ 𝟏. يساوي المساحة بين المنحنى الطبيعي ّ(𝟐𝟖

ّّّإلى1.28ّّأي المساحة من ،1.28ّالميعاري ومحور السينات والتي على يمين القيمة
1.51ّّتساوي1ّّأن المساحة على يمين وبما إذن المساحة التي تمثل الاحتمال ،

كما هو ّوذلكّ،1.28ّإلى1ّّمطروحاً منه المساحة من1.51ّّالمطلوب ، تساوي

=1.28ّّّإلى1ّّنجد أن ، المساحة منZّّ، ومن جدولّ(13-3)ّفي الشكل موضح
ّإذن الاحتمال المطلوب يساوي:،1.3997ّّ

𝑷(𝒁 ≥ 𝟏. 𝟐𝟖) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟑𝟗𝟗𝟕 = 𝟎. 𝟏𝟎𝟎𝟑 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(13-3شكلّ)
 

∞ 

1003 .0  

04399. 

1.28           1 Z 

044.0. 

 1441    141.    0      

0
43
6
1
6 0
40
1
.
1

 

Z 
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وباستخدام التوزيع الطبيعي المعياري نستطيع تحديد أي احتمال لأي متغير 

ّكثافة الاحتمال للمتغير دالة وذلك لأن المساحة المحصورة تحت Xطبيعي ّعشوائي
𝑿ّّالأفقي وبين القيميتنّوالمحور𝑿 =  𝒙𝟐   , 𝑿 =  𝒙𝟏ّ هي نفسها المساحة

𝒁 القيمتينّوبين𝒁 دالة كثافة الاحتمال للمتغيرّالمحصورة تحت = 𝒛𝟏،𝒁 = 𝒛𝟐ّ
ّهي القيمة المعيارية للقيمة𝒛𝟐ّّوالقيمة،𝒙𝟏ّالمعيارية للقيمةّالقيمةّهي 𝒛𝟏ّحيث
𝒙𝟐ّّ،:ّأي أن

𝒛𝟏 = 
𝒙𝟏 − 𝝁𝒙

𝝈𝒙
                            𝒛𝟐 =

𝒙𝟐 − 𝝁𝒙

𝝈𝒙
 

ّ(14ّ-3)ّوذلك كما هو موضح في شكل
ّ

𝑷(𝒙𝟏 < 𝑿 < 𝒙𝟐)  = 𝑷(  𝒛𝟏 < 𝒁 < 𝒛𝟐) 
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(14-3شكلّ)ّ
ّ المعياري.ّالمساحة المظلة تحت المنحني الطبيعي الأصلي = المساحة المظلة تحت المنحنى

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

𝑷( 𝒙 𝟏 < 𝑿  < 𝒙 𝟐) =            𝑷(𝒛𝟏 < 𝒁 < 𝒛𝟐) 
 

𝑧1 =
𝑥1 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

 

 حيث :

𝑧2 =
𝑥2 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

 

𝑥1         𝑥2     μ𝑥           z1     z2   σ𝑥    𝑥   Z   
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 ّ
إذا كانت أوزان وحدات منتجة من سلعة ما، تتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي 

25ّّوتباين قدرهّجرام65ّّقدره رة فأحسب احتمال أن يكون وزن وحدة مختا،

 :ئياً من هذه السلعةعشوا

 .جرام67.51ّوّّجرام58.75ّّبينّمحصور .1

 .جرام61.25ّّأقل من .2

 .جرام71.25ّّأكثر من .3

ّالحل:ّّّّ
 أيجرام، 67.51ّو58.75ّّّالمطلوب احتمال أن يكون الوزن محصوراً بين -1

ّ                                                  الاحتمال المطلوب هو:

.𝑷(𝟓𝟖ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّبماّأن: 𝟕𝟓 < 𝑿 < 𝟔𝟕. 𝟓𝟎) = 𝑷(𝒛𝟏 < 𝒁 < 𝒛𝟐) 

 

𝒛𝟏  =
𝟓𝟖. 𝟕𝟓 − 𝟔𝟓

𝟓
= −𝟏. 𝟐𝟓 

𝒛𝟐  =
𝟔𝟕. 𝟓𝟎 − 𝟔𝟓

𝟓
= 𝟎. 𝟓𝟎 

∴   𝑷(𝟓𝟖. 𝟕𝟓 < 𝑿 < 𝟔𝟕. 𝟓𝟎) = 𝑷(−𝟏. 𝟐𝟓 < 𝒁 < 𝟎. 𝟓𝟎) 

،1.51ّّ،أي أن الاحتمال المطلوب يساوي احتمال أن يقع المتغير بين القيمتين
، وباستخدام جدول، احة المحصورة بين هاتين القيمتين، وهو يساوي المس-1.25

 :، نجد أن(15-3)وكما هو واضح في شكل (0)م.

𝑷(𝟓𝟖. 𝟕𝟓 < 𝑿 < 𝟔𝟕. 𝟓𝟎) 
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(15-3شكلّ)

 ( :8-3مثال )

 :حيث

𝐙 
−𝟏. 𝟐𝟓     𝟎. 𝟓𝟎      

𝑷(𝟓𝟖. 𝟕𝟓 < 𝑿 < 𝟔𝟕. 𝟓𝟎) = ? 
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𝑷(𝟓𝟖. 𝟕𝟓 < 𝑿 < 𝟔𝟕. 𝟓𝟎) = 𝑷(−𝟏. 𝟐𝟓 < 𝒁 < 𝟎. 𝟓) 
= 𝟎. 𝟑𝟗𝟒𝟒 + 𝟎. 𝟏𝟗𝟏𝟓 = 𝟎. 𝟓𝟖𝟓𝟗 

 

 :جرام أي61.25ّّلمطلوب احتمال أن يكون وزن الوحدة أقل منا -2

𝐏(𝐗 < 𝟔𝟏. 𝟐𝟓) = ? 

ّ:ثـــــحي61.25ّّةـــة للقيمــالمقابل 𝐙  ةــة المعياريــب القيمــنحس

𝐙 =  
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥
 =   

𝟔𝟏. 𝟐𝟓 − 𝟔𝟓

𝟓
 = −𝟎. 𝟕𝟓 

𝐏(𝐗:ّإذن < 𝟔𝟏. 𝟐𝟓) = 𝐏(𝐙 < −𝟎. 𝟕𝟓) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟐𝟕𝟑𝟒 = 𝟎. 𝟐𝟐𝟔𝟔 

ّ
ّ
ّ

ّ

ّ(16-3شكلّ)
 :أيجرام، 71.25ّّالمطلوب هو احتمال أن يكون وزن الوحدة أكثر منّ-3

𝐏(𝐗 > 𝟕𝟏. 𝟐𝟓) = ? 

ّّ:ثــــــــــحي71.25ّّةــة للقيمــة المقابلــة المعياريــب القيمــنحس

𝐳 =
𝑥− 𝜇𝑥

𝜎𝑥
=  

𝟕𝟏. 𝟐𝟓 − 𝟔𝟓

𝟓
 = 𝟏. 𝟐𝟓 

ّإذن:
𝐏(𝑿 > 𝟕𝟏. 𝟐𝟓) = 𝐏(𝐙 > 𝟏. 𝟐𝟓) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟑𝟗𝟒𝟒 = 𝟎. 𝟏𝟎𝟓𝟔 

ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(17-3شكلّ)
ّ
ّ
ّ

          −𝟎. 𝟕𝟓                 𝟎                                            𝒁  

                                 𝟎                𝟏. 𝟐𝟓                   𝒁 
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ّ:𝐭 (ّتوزيع3-2-4ّ)
من التوزيعات الاحتمالية المستمرة الهامة التي لها استخدامات  𝐭يعتبر توزيع 

 :يرة في موضوع الإحصاء الاستدلالي، ونستطيع تعريفه كما يليكث
ّ
 

ّ
 
 

ّ
ّ
ّ
ّ

دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع على معلمة واحدة وهي درجة تعتمد 

ّ.𝒕(𝒗)ّّ، بالرمز𝒗عند درجة حرية  𝒕ّّويرمز لتوزيع،𝒗ّالحرية
يشبه منحنى التوزيع الطبيعي المعياري فهو ناقوسي الشكل  𝒕ومنحنى توزيع 

 ، ولكن الفرق بينهما هو أنل وسطه الحسابي الذي يساوي الصفرومتماثل حو

تباينه أكبر من  𝒕، بينما توزيع ياري تباينه يساوي الواحد الصحيحالتوزيع الطبيعي المع

ّشكلو.ّأكثر تشتتا من التوزيع الطبيعي المعياري 𝒕الواحد الصحيح، أي أن توزيع  
ّ.ذلكّيوضحّ(3-18)

ّ
ّّ
ّ
ّ

ّ(18-3شكلّ)

 : 𝒕ريف توزيع  تع

متغير عشوائي يتبع  Yمتغيراً عشوائياً يتبع التوزيع الطبيعي المعياري ، وأن   𝑧إذا كان  

𝛘توزيع 
 ، فإن المتغير العشوائي التالي : 𝑣بدرجات حرية  2

 𝑻 =
𝒛

√𝒀/𝒗
 

   .𝑣بدرجات حرية   𝐭هو متغير عشوائي مستمر توزيعه الاحتمالي يطلق عليه توزيع 

 المنحني الطبيعي المعياري

 𝑡منحني توزيع 

μ = 0 
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مة لى قيفي ملحق الجداول الإحصائية نستطيع الحصول عّ(2)م.ّومن جدول

𝒕 التي على يمينها مساحة قدرها𝛂   والتابعة لدرجة الحرية𝛎 فالعمود الأول في ،

والسطر الأول في الجدول يمثل المساحة التي على  𝒗الجدول يمثل درجات الحرية 

 .  𝒕، أما داخل الجدول فتوجد قيم  𝒕يمين القيمة 

 ّ
𝛎ّالتابعة لدرجة الحرية 𝒕أوجد قيمة  = ّ.1.15ّي على يمينها مساحة قدرهاوالت𝟏𝟎ّ

ّ
ّالحل:ّّّّّ

نبحث في الجدول عن القيمة التي يتقاطع عندها العمود الذي يمثل مساحة 

𝛖  مع الصف الذي يمثل درجة حرية1.15ّّقدرها = ،1.812ّّةفنجدها هي القيم 𝟏𝟎

 عند درجة T  ويعني ذلك أن احتمال أن يأخذ المتغير (،19-3)هو موضح في شكل ّكما

ّأي أن:1.15ّّيساوي1.812ّّمنّأكبرّقيمة11ّّحرية
𝑷(𝒕(𝟏𝟎) > 𝟏. 𝟖𝟏𝟐 ) = 𝟎. 𝟎𝟓 

ّ
ّ
ّ

ّ(19-3شكلّ)

ّ
ّفباستخدام v   بدرجات حرية t  ترمز لمتغير عشوائي يتبع توزيع  t  ( 𝛎 )إذا كانت 
ّ:أوجد ما يلي (2ّ)م.ّجدول

1- 𝑷(𝒕(𝟑) > 𝟒. 𝟓𝟒𝟏)ّ. 

2- 𝑷(𝒕(𝟏𝟏) < 𝟏. 𝟕𝟗𝟔)ّ. 

3- 𝑷(−𝟏. 𝟕𝟓𝟑 ≤ 𝒕(𝟏𝟓) < 𝟐. 𝟔𝟎𝟐)ّ. 

 

 ( :9-3مثال )

( 11-3مثال )
: 

 

0 

0.01 

𝛎 = 10 

1411. 
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ّالحل:ّّّّّّ
𝑷(  𝒕  (𝟑) الاحتمال المطلوب -1 > 𝟒. هو عبارة عن المساحة على يمين ّ(𝟓𝟒𝟏

يعطي المساحة على ّ(2)م.ّوبما أن جدول، V = 3ّعند درجة حرية،4.541ّّالقيمة

في السطر الخاص 4.541ّّيمين القيمة، إذن بالبحث في هذا الجدول عن القيمة

سنجد المساحة على يمين هذه القيمة مكتوبة أعلى القيمة في ّ،V = 3ّبدرجة حرية

ّ، أي أن :1.11ّّالسطر الأول من الجدول وتساوي
𝑷(𝒕(𝟑) > 𝟒. 𝟓𝟒𝟏) = 𝟎. 𝟎𝟏ّ. 

𝑷( 𝒕(𝟏𝟏)الاحتمال المطلوب-2 < 𝟏. هو عبارة عن المساحة على يسار ّ(𝟕𝟗𝟔

 جديعطى المساحة التي على يمين القيمة، فنوّ(2)م.ّبما أن جدولو ،1.796ّالقيمة

ية ) لأن المساحة الكل، ثم نطرحها من الواحد الصحيح المساحة التي على يمين القيمة

 ، حصل على المساحة التي على اليسارفنّ(1ّ=ّّتحت دالة كثافة الاحتمال

𝑷(𝒕(𝟏𝟏)      أن: أي < 𝟏. 𝟕𝟗𝟔 ) = 𝟏 − 𝑷( 𝒕(𝟏𝟏) ≥ 𝟏. 𝟕𝟗𝟔) 

في السطر الخاص بدرجة حرية 1.796ّّعن القيمةّ(2)م.ّوبالبحث في جدول

𝛎 نجد المساحة على يمين هذه القيمة موجودة أعلى القيمة في السطر 11ّّتساوي

 إذن الاحتمال المطلوب:1.15ّّالأول من الجدول وتساوي

𝑷(𝒕(𝟏𝟏) < 𝟏. 𝟕𝟗𝟔 ) = 𝟏 − 𝑷(𝒕(𝟏𝟏) ≥ 𝟏. 𝟕𝟗𝟔) = 𝟏 − 𝟎. 𝟎𝟓 = 𝟎. 𝟗𝟓 

 

.𝑷(−𝟏المطلوب الاحتمال-3 𝟕𝟓𝟑 ≤ 𝒕(𝟏𝟓) < 𝟐. يساوي المساحة ّ(𝟔𝟎𝟐

15ّ=ّعند درجة حرية  tالمحصورة بين منحنى دالة كثافة الاحتمال لتوزيع  

𝒕(𝟏𝟓)ّالأفقي وبين المستقيمينّوالمحور =  𝟐. 𝟔𝟎𝟐،ّ𝒕(𝟏𝟓) = −𝟏. ّفمن،𝟕𝟓𝟑ّّ
ّ:ّّّحيث،2.612ّّنستطيع الحصول على المساحة على يمين القيمة(2ّ)م.ّجدول

𝑷(𝒕(𝟏𝟓) > 𝟐. 𝟔𝟎𝟐 ) = 𝟎. 𝟎𝟏 
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0494 

ّ:حيث،1.753ّّوكذلك نستطيع الحصول على المساحة على يمين القيمة
𝑷(𝒕(𝟏𝟓) > 𝟏. 𝟕𝟓𝟑 ) = 𝟎. 𝟎𝟓 

 

ها هي نفس 1.753ّمتماثل، فالمساحة على يمين القيمة t وبما أن منحنى توزيع

 ، أي أن:-1.753ّالقيمةّالمساحة على يسار

𝑷(𝒕(𝟏𝟓) < −𝟏. 𝟕𝟓𝟑 ) = 𝑷(𝒕(𝟏𝟓) > 𝟏. 𝟕𝟓𝟑 ) = 𝟎. 𝟎𝟓 

 

 وبالتالي فالاحتمال المطلوب يساوي:

𝑷( – 𝟏. 𝟕𝟓𝟑 ≤  𝒕(𝟏𝟓) < 𝟐. 𝟔𝟎𝟐) 

 

=  𝟏 − ( 𝟎. 𝟎𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟓 ) = 𝟎. 𝟗𝟒 

(20ّّ–3ّ)ّكما هو موضح في شكل   

 

 

(20ّ–3ّ)شكل   

  

0 

𝛎 = 15 

0401 

.460. 

0401 

14.1- 

𝟎. 𝟗𝟒 

t 
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ّ
ّ
 

ات توزيع ذ ادرسنا في هذا الفصل توزيعين احتماليين متقطعين هامين، هم

 الحدين وتوزيع بواسون، حيث دالة كتلة الاحتمال لتوزيع ذات الحدين هي:

𝒇( 𝒙; 𝒏, 𝒑) =  𝑪𝒙
𝒏𝑷𝒙𝒒𝒏−𝒙           𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐,………𝒏 

 P,n عتمد عليهما توزيع ذات الحدين:هما المعلمتان اللتان ي 

 ا:ــن همــع ذات الحديــن لتوزيـــي والتبايـــط الحسابـــوالوس

𝒏𝒑ّالحسابيّالوسط = 𝝁ّّّالتباين،𝒏𝒑𝒒 = 𝝈𝟐 

 أما دالة كتلة الاحتمال لتوزيع بواسون فتأخذ الصيغة التالية:

𝒇 (𝒙 ; 𝝀 ) =  
𝒆−𝝀  𝝀𝒙

𝒙!
               𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, ……. 

 𝝀  يــدة وهــة واحـــى معلمــع علـد التوزيـيعتم

 𝝀 حسابي للتوزيع = تباين التوزيع =والوسط ال

ّكذلك تطرقنا لأهم توزيع مستمر وهو التوزيع الطبيعي، ودالة كثافة الاحتمال لهذا
 التوزيع تأخذ الصيغة التالية:

𝒇(𝒙) =
𝟏

√𝟐𝝅𝝈𝟐
𝒆−

𝟏

𝟐
(
𝒙−𝝁

𝝈
)𝟐               − ∞ < 𝒙 < ∞ 

 

𝑷(𝒙𝟏ّولحساب < 𝑿 < 𝒙𝟐)ّّّّتحويلّيجب𝒙𝟐 . 𝒙𝟏ّّّّإلى قيم معيارية𝒛𝟐 . 𝒛𝟏ّّ
ّ:حيث

𝒛𝟐 = 
𝒙𝟐 − 𝝁𝑿

𝝈𝑿
 , 𝒛𝟏 = 

𝒙𝟏 − 𝝁𝑿

𝝈𝑿
𝑷(𝒙𝟏    ,    و   < 𝑿 < 𝒙𝟐) = 𝑷(𝒛𝟏 < 𝒁 < 𝒛𝟐) 

 .𝒕 هام وله علاقة مباشرة بالتوزيع الطبيعي، وهو توزيع كما درسنا توزيع مستمر آخر

 

 الثالثملخص الفصل 
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32ّ
 

ّ

 يتبع التوزيع الطبيعي المعياري، فأحسب ما يلي: 𝒁 إذا علمت أن المتغير العشوائي .1

𝑷(𝒁 < −𝟏)                 , 𝑷(𝒁 ≤ 𝟏. 𝟓)                 , 𝑷(𝒁 > 𝟏. 𝟓)  ,  
𝑷(𝒁 ≥ −𝟐)                                     , 𝑷( −𝟏. 𝟎 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟓) 

 

يتبع التوزيع الطبيعي المعياري، فأحسب ما يلي،  𝒁إذا علمت أن المتغير العشوائي  .2

 مع التوضيح بالرسم:

𝑷(𝒁 < −𝟏. 𝟐𝟑)                          , 𝑷(𝒁 ≤ 𝟏. 𝟓𝟕)                  , 𝑷(𝒁 > 𝟏. 𝟐𝟑), 
𝑷(𝒁 ≥ −𝟐. 𝟕𝟓)               , 𝑷(−𝟏. 𝟒𝟓 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟏𝟑)            , 𝑷(𝒁 = 𝟏. 𝟑𝟐) 

 

فأحسب ،4ّّوتباين9ّّيتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي 𝑿 إذا كان المتغير العشوائي .3

 الاحتمالات التالية:

𝑷(𝑿 < 𝟖)           , 𝑷(𝑿 = 𝟖)           , 𝑷(𝟖 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟏)           , 𝑷(𝑿 > 𝟏𝟎. 𝟓) 
 

،36ّّوتباين111ّّيتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي 𝑿إذا كان المتغير العشوائي  .4
 فأحسب الاحتمالات التالية:

𝑷(𝑿 < 𝟏𝟏𝟔)          , 𝑷(𝟗𝟓 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟐𝟎)          , 𝑷(𝑿 > 𝟏𝟏𝟓) 
 

ّسم165ّّهقدر إذا كانت أطوال طلبة المرحلة الثانوية تتوزع توزيعاً طبيعياً بمتوسط .5
إذا اخترنا من طلبة هذه المرحلة طالباً واحداً عشوائياً فأحسب ما .9ّّوتباين يساوي

 يلي:

 ؟سم168ّ،ّسم163ّّاحتمال أن يكون طوله يتراوح بين .أ

 ؟سم162ّّنــاحتمال أن يكون طوله أقل م .ب

ّ؟سم171ّّاحتمال أن يكون طوله أكثر منّ.ـج    
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6ّ في مدينة ما، يتبع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي  إذا كان الدخل الشهري العائلي.

دينار. إذا اخترنا من هذه المدينة عائلة 21ّّدينار وانحراف معياري يساوي251ّّقدره

 واحدة عشوائياً، فأحسب ما يلي:

ّ؟ارـــــــــدين311ّّاحتمال أن يكون الدخل الشهري للعائلة أكثر منّأ.
ّ؟ارــــــــدين211ّّئلة أقل مناحتمال أن يكون الدخل الشهري للعاّب.
ّ؟ارـدين221ّو261ّّاحتمال أن يتراوح الدخل الشهري للعائلة بينّج.

 التالية:(𝒕)أوجد قيم .7ّ

ّ.1.99ّّالتي على يسارها مساحة قدرهاّ𝒕(𝟏𝟐)    أ.
ّ.1.15ّ   التي على يمينها مساحة قدرهاّ𝒕(𝟏𝟏)ب.ّ
ّ.1.975ّّةــــــا مساحــى يمينهــي علــالتّ𝒕(𝟐𝟎)ّج.

 فباستخدام ،𝒗ّّبدرجات حرية𝒕ّترمز لمتغير عشوائي يتبع توزيعّ𝒕(𝒗)ّإذا كانت.8ّ

 أوجد ما يلي :ّ(2)م.ّجدول        

𝑷( 𝒕(𝟏𝟑)أ.ّّ > 𝟏. 𝟕𝟕𝟏).ّ
𝑷( 𝒕(𝟐𝟏)ّب. > 𝟐. 𝟎𝟖)ّّ.ّ
.𝑷(−𝟏ّّج. 𝟖𝟑𝟑 ≤  𝒕(𝟗) < 𝟐. 𝟖𝟐𝟏)ّ.ّ

 
ّ  
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ّ
ّ
ّمقدمة:(4-1ّ)ّ

 

البيانات الإحصائية هي المعلومات التي يجمعها الباحث عن الظاهرة التي 

يقوم بدراستها، وتشكل البيانات المادة الرئيسية في أي بحث إحصائي فعلي قدر 

يانات باتباع لبويقوم الباحث بجمع ا وقف دقة البحث والتحليل الإحصائي،صحتها تت

 :أحد أسلوبين وهما

أسلوبّال4-1-1) ّل:ـــرّالشامـحصّ(
يتطلب أسلوب الحصر الشامل جمع البيانات عن كل أفراد المجتمع 

الإحصائي محل الدراسة. حيث المقصود بالمجتمع الإحصائي هو مجموعة كل 

تم بها موضوع البحث، وقد تكون هذه المفردات أشخاص أو أسر هالمفردات التي ي

 أو شركات أو حيوانات أو أشياء.

ت التي يستخدم فيها هذا الأسلوب هي التعدادات العامة ومن أمثلة الحالا

للسكان حيث يتم جمع بيانات عن كل مفردة من مفردات المجتمع سواء كانت 

 المفردة شخصاً أو أسرة أو مزرعة ... الخ.

مثلاً، فعند جمع  ماكان مجتمعنا الإحصائي يشمل جميع طلاب جامعة  وإذا

امل، يجب جمع بيانات عن كل طالب من البيانات باستخدام أسلوب الحصر الش

كانت دراستنا خاصة بالدخل الشهري للعائلات القاطنة في  وإذاطلاب هذه الجامعة. 

، فالمجتمع الإحصائي يشمل كل العائلات القاطنة في هذه المدينة، وعند مامدينة 

استخدام أسلوب الحصر الشامل يجب أن نجمع بيانات من كل عائلة من هذه 

 .العائلات

 الرابعالفصلّ
 توزيعاتّالمعاينة
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ّ:أسلوبّالعينات((ّأسلوبّالمعاينةّ)4-1-2)
المقصود بأسلوب المعاينة هو تجميع البيانات عن جزء فقط من مفردات 

المجتمع الإحصائي محل الاهتمام والدراسة، ويطلق على هذا الجزء مصطلح العينة. 

 ونستطيع تعريف العينة كما يلي:

 

 

ّ
ّ

ع ككل وليس دراسة المجتم في اية دراسة إحصائية يجب أن يكون الهدف هو

ستخدم العينة في الدراسة لأن الباحث لا يستطيع أن يجمع دراسة العينة، ولكن تُ 

 بيانات عن كل مفردات المجتمع محل الدراسة، وذلك للأسباب التالية:

ّ:ّ(ّأسبابّاستخدامّأسلوبّالمعاينة4-1-3)
ر وب الحصنات بدلًا من أسلهناك أسباب تحتم علينا استخدام أسلوب العي

 :مكن تلخيص هذه الأسباب فيما يلي، ويالشامل

الإمكانيات المادية والفنية للباحث التي قد لا تسمح له بدراسة المجتمع بأكمله، -1

والمقصود بالإمكانيات المادية والفنية هو المال المخصص للبحث والأشخاص 

 المتدربين تدريباً جيداً على جمع البيانات.

، أي عدد مفرداته غير محدود محل الدراسة مجتمعاً لا نهائياً عندما يكون المجتمع-2

فلا يستطيع الباحث جمع معلومات عن كل مفردة من مفرداته، مثل مجتمع الطيور 

 والأسماك والحيوانات، ... الخ.

 تعريف العينة:

المجتمع محل الدراسة وذلك لغرض دراسة  العينة هي جزء يتم اختياره من  

 المجتمع من خلالها لأن دراسة المجتمع ككل غير ممكنة.
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ما عندما يؤدي أسلوب الحصر الشامل إلى فناء المجتمع محل الدراسة وذلك عند-3

، فمثلاً عند فحص طلبية من البيض، فالبيضة هنا يؤدي فحص المفردات إلى هلاكها

ن اتباع  يمكهي المفردة ولفحصها نضطر إلى كسرها مما يؤدي إلى إتلافها وبالتالي لا

ه الطلبية أي نتبع أسلوب ، بل نكتفي بفحص جزء من هذأسلوب الحصر الشامل

 .العينات

ت قصير بحث في وق، فقد يستدعي الأمر أحياناً الحصول على نتائج التوفير الوقت-4

 .تباع أسلوب الحصر الشاملبحيث يصعب ا

إن ، فن مفردات المجتمع متشابهة تماماً، أي تكوفي حالة المجتمعات المتجانسة-5

، فمثلاً يكفي اختيار قطعة من لشامل يصبح إهداراً للوقت والجهدأسلوب الحصر ا

 .إذا كان القماش متجانساً تماماً قماش الثوب بدلًا من الثوب كله

 

ّ(ّعمليةّالمعاينة:4-2)
هي عملية اختيار جزء من المجتمع محل الدراسة ويسمى هذا الجزء بالعينة 

، فهي عملية استنتاج إحصائي تقوم لال على معالم وخواص المجتمع ككلللاستد

على التعميم من الجزء إلى الكل. والغاية الأساسية من إجراء عملية المعاينة هي 

 ة للمقاييس الإحصائية الخاصة بالمجتمع والتي يطلق عليها يتقدير القيم الحقيق

 من خلال بيانات العينة المختارة والمدروسة. "معالم"

وتوجد عدة طرق لاختيار عينة من مجتمع بحيث تكون ممثلة له تمثيلاً 

سليماً، وباختلاف طريقة الاختيار تنتج أنواع مختلفة من العينات، وسنتعرض في هذا 

 ي:ــــــــــأهمها وهي العينة العشوائية البسيطة والتي يمكن تعريفها كما يلالكتاب إلى 

ّ
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ّ
ّ
ّ
 

 

 ،نفس الفرصة لجميع مفردات المجتمعولاختيار العينة بطريقة تضمن إعطاء 

يجب أن يكون الاختيار خاضعاً لعامل الصدفة المطلقة دون تدخل العامل البشري 

 .ائي، والذي تعرضنا لتعريفه في الفصل الأولفيه، وهذا ما يطلق عليه الاختيار العشو

عندما تكون العينات عشوائية نستطيع استخدام الأساليب الإحصائية المختلفة 

ونظرية الاحتمالات لتحليل البيانات التي نحصل عليها من العينة، للاستدلال على 

ينة عمعالم المجتمع الذي سحبت منه هذه العينة، وذلك بحساب مقاييس معينة من ال

يطلق عليها إحصاءة. وتستخدم الإحصاءة لتقدير معالم المجتمع المجهولة أو اتخاذ 

سحبت منه العينة. وتعرف  القرارات بخصوص صفات وخواص المجتمع الذي

 ة كما يلي:الإحصاء

ّ
ّ
ّ
 

وتباين   𝐗̅فمثلاً الوسط الحسابي للعينة عبارة عن إحصاءة ويرمز لها بالرمز 

حصاءة . وحيث أن قيمة الإوهكذا .. 𝐒𝟐حصاءة ويرمز له بالرمز العينة عبارة عن إ

، وبما أننا نستطيع أن نسحب أكثر من عينة من نفس تعتمد على العينة المسحوبة

إن الي فالمجتمع، فسنجد أن قيمة الإحصاءة ستتغير من عينة إلى أخرى، وبالت

العينة العشوائية البسيطة هي العينة التي تسحب من المجتمع، بحيث يكون لكل  

أية ، أي أن احتمال ظهور  مفردة من مفردات المجتمع نفس فرصة الظهور في العينة

 مفردة من مفردات المجتمع في العينة يكون متساوياً.

 هي أي مقياس إحصائي تحسب قيمته من العينة المسحوبة من المجتمع محل الدراسة .
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لمعلمة والإحصاءة، ق الجوهري بين ا، وهذا هو الفرالإحصاءة عبارة عن متغير

ءة وبما أن الإحصا فالمعلمة عبارة عن قيمة ثابتة، بينما الإحصاءة عبارة عن متغير.

متغيرا مستمرا، وسيكون لها توزيع  عبارة عن متغير فستكون متغيراً متقطعاً أو

 احتمالي، والتوزيع الاحتمالي لأية إحصاءة يسمى توزيع معاينة.

 

 

 

ّ
ّ
ّ

ولكل    nكل العينات العشوائية الممكنة ذات الحجم  سحبنا من المجتمع فإذا

يسمى توزيع  X̅ ةفالتوزيع الاحتمالي للإحصاء  X̅عينة حسبنا قيمة الوسط الحسابي 

فالتوزيع  𝑆2، وإذا حسبنا لكل عينة قيمة التباين  X̅المعاينة للوسط الحسابي 

𝑆𝟐الاحتمالي للإحصاءة 
، وهكذا ... فتوزيع  𝑆2اينيسمى توزيع المعاينة للتب 

المعاينة يوضح لنا نمط تغيير تلك الإحصاءات، وبالتالي نتمكن من إجراء استنتاج أو 

 استدلال إحصائي حول القيم المناظرة لها في المجتمع.

سنعرض أمثلة توضح كيفية إيجاد توزيعات المعاينة وعلاقة هذه التوزيعات 

 منه العينات.بتوزيع المجتمع الأصلي الذي سحبت 

ّ
ّ:𝑿̅توزيعّالمعاينةّللوسطّالحسابيّللعينةّّ(4-3)ّ

، 𝜎2وتباينه  μووسطه الحسابي  Nمجتمع محدود حجمه  كان لديناإذا 

وسحبنا منه كل العينات العشوائية البسيطة الممكنة المتساوية في الحجم وليكن 

توزيع المعاينة هو التوزيع الاحتمالي لأية إحصاءة تحسب قيمها من كل العينات العشوائية 

 الحجم المتساوي والممكن سحبها من المجتمع. ذات 
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ه المتوسطات في لكل  عينة ثم وضعنا هذ X̅، وحسبنا الوسط الحسابي nحجمها 

جدول توزيع احتمالي، فهذا التوزيع الاحتمالي يطلق عليه توزيع المعاينة للوسط 

 . X̅الحسابي للعينة 

 

 

 

 

 ّ
 : فيما يلي عدد الموظفين في كل قسمأقسام، و 5شركة بها 

16 , 12 , 10 , 8 , 4 

 حسابي أوجد التوزيع الاحتمالي للمجتمع، ومنه أحسب الوسط ال              (أ

 ، وتباين المجتمع.للمجتمع             

 فإذا اخترنا من هذا المجتمع كل العينات العشوائية التي تشمل قسمين  (ب

 )الاختيار مع عدم الإرجاع(، فأكتب توزيع المعاينة للوسط الحسابي             

 . X̅اءة   ـــــن للاحصــط الحسابي والتبايـ، وأحسب منه الوس X̅للعينة              

 

ّالحلّ:ّّّّّّّّّ
مفردات )أقسام(، والمتغير محل  5الشركة( يحتوي على المجتمع الإحصائي ) (أ

الدراسة هنا هو عدد الموظفين، فإذا رمزنا لهذا المتغير العشوائي المتقطع 

لكل قيمة من قيم المتغير نحصل على  𝑓(𝑥)، فبحساب دالة الاحتمال X بالرمز 

 (.1-4ع والموضح في جدول )توزيع المجتم

 

 ( :1-4مثال )

زيع : هو التو تعريف المعاينة للوسط الحسابي للعينة

  X̅الاحتمالي للوسط الحسابي للعينة 
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 (: التوزيع الاحتمالي للمجتمع1-4جدول )

16 12 11 8 4 𝑥 

5/1 5/1 5/1 5/1 5/1 𝒇(𝒙) 
 

 ( نحسب الوسط الحسابي والتباين لهذا المجتمع كما يلي:0-4ومن جدول )

μ = ∑𝒙𝒇 (𝒙) = (4)  
1

5
 + (8)  

1

5
 + (10)  

1

5
 + (12)  

1

5
 + (16)  

1

5
 = 10  

 

𝝈𝟐 = ∑(𝒙 − 𝝁)2  𝒇(𝒙) 

 

= (𝟒 − 𝟏𝟎)2   
𝟏

𝟓
 +(𝟖 − 𝟏𝟎)2   

𝟏

𝟓
 +(𝟏𝟎 − 𝟏𝟎)2   

𝟏

𝟓
 +(𝟏𝟐 − 𝟏𝟎)2  

𝟏

𝟓
 +(𝟏𝟔 − 𝟏𝟎)2  

𝟏

𝟓
= 𝟏𝟔 

ّّالحجمّالعينات الممكنة ذاتكل  عإذا سحبنا من هذا المجتمع مع عدم الإرجا -ب
ّّّّّ𝐧 =  سيكون العدد الكلي للعينات الممكن سحبها هو: ّ،𝟐ّ

 

ّ
 

 

ّيساويXّّ̅حيث،Xّّّ̅فإذا حسبنا لكل عينة من هذه العينات العشرة، وسطها الحسابي
∑ّّم العينةمجموع كل قي 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏ّّّمقسوما على حجم العينةn ّ، :أي أن 

X̅ =
∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏

𝒏
 

. ومن هذا الجدول نستطيع (2-4)ّحة في جدولسنحصل على النتائج الموض

السحب مع عدم حالة في Xّ̅ تكوين جدول توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة

ّ(.3-4)ّوالموضح في جدولّالإرجاع
 

ّ

𝑪𝟐
𝟓 =

𝟓!

𝟐! 𝟑!
= 𝟏𝟎 
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ّ(2-4)جدولّ
الممكن سحبها من المجتمع مع عدم الإرجاع مقرونة 2ّّالعينات ذات الحجم

ّّ.بأوساطها الحسابية

 

 

  

 𝐗(: توزيع المعاينة للوسط الحسابي 3-4جدول )

𝝁𝒙ّّّ̅حسابّونستطيع 𝝈𝒙̅و
لتوزيع المعاينة من الصيغ التي استخدمناها عند 𝟐ّ

حساب الوسط الحسابي وتباين المجتمع مع ملاحظة أن المتغير الذي نتعامل معه في توزيع 

تكون الصيغ ّوبالتالي   Xبينما المتغير الذي نتعامل معه في حالة المجتمع هو Xّ̅المعاينة هو

𝝈𝒙̅            كما يلي:
𝟐 = ∑(𝒙̅ − 𝝁

𝒙̅
)
2
𝒇 (𝒙̅)      ,     𝝁

𝒙̅
= ∑ 𝒙̅ 𝒇(𝒙̅) 

 .للحصول على هذين المقياسين اللازمةوالجدول التالي يوضح العمليات الحسابية 

(𝒙̅ − 𝝁
𝒙  )

2𝒇(𝒙  ) (𝒙̅ − 𝝁𝒙̅)
2 𝒙̅𝒇(𝒙̅) 𝒇(𝒙̅) 𝒙̅ 

11/16ّ16ّ11/6ّ11/1ّ6ّ
11/9ّ9ّ11/7ّ11/1ّ7ّ
11/4ّ4ّ11/8ّ11/1ّ8ّ
11/1ّ1ّ11/9ّ11/1ّ9ّ
1ّ1ّ11/21ّ11/2ّ11ّ
11/1ّ1ّ11/11ّ11/1ّ11ّ

X̅ ّالعينةX̅ ّالعينة
10 8,12 6 4,8 

1. 8,16 . 4,10 
11 10,12 1 4,12 

13 10,16 10 4,16 
14 12,16 9 8,10 

14 13 12 11 11 9 8 7 6 𝒙̅ 

11/1 11/1 11/1 11/1 11/2 11/1 11/1 11/1 11/1 𝒇(𝒙̅) 
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11/4ّ4ّ11/12ّ11/1ّ12ّ
11/9ّ9ّ11/13ّ11/1ّ13ّ
11/16ّ16ّ11/14ّ11/1ّ14ّ
11/61ّّ11/111ّّّ

ّ

𝝁𝒙̅       ّّّّّإذن:ّ = ∑ 𝒙̅𝒇(𝒙̅) =
𝟏𝟎𝟎

𝟏𝟎
= 𝟏𝟎ّ

 

𝝈𝒙̅
𝟐  = ∑(𝒙̅ − 𝝁

𝒙̅
)
2
𝒇 (𝒙̅) =

𝟔𝟎

𝟏𝟎
= 𝟔 

𝝁𝒙̅                      ـــظ أن:ـنلاحــــــــ = 𝝁 

𝝈𝒙ّّّّّّّّّّّ̅:بينمــــــــــــــــــــا
𝟐  ≠ 𝝈𝟐               ّ

𝝈𝟐ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّولكن إذا حسبنا:

𝒏
×

𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
ّ

𝝈𝒙ّ̅ده يساوي تباين توزيع المعاينةفسنج
ّ:حيث،ّّ 𝟐

ّ

𝝈𝟐

𝒏
×

𝑵 − 𝒏

𝑵 − 𝟏
=

𝟏𝟔

𝟐
×

𝟓 − 𝟐

𝟓 − 𝟏
= 𝟔                        

𝝈𝒙ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ̅:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّإذن
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
×

𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
ّ

𝑵−𝒏ّويطلق على المقدار

𝑵−𝟏
 ل التصحيح.معامّ 

وإذا كانت عملية السحبّ تمت مع الإرجاع، فسنجد أن العلاقة بين تباين 

 توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة وتباين المجتمع كما يلي:

𝝈𝒙̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
 

وعندما يكون حجم المجتمع كبيراً جداً، أو عندما تكون نسبة حجم العينة إلى 

) يؤول معامل التصحيحّ،0401 من أو تساويأقل ( n/N)ّحجم المجتمع
𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
)ّ

إلى الواحد الصحيح. وتكون العلاقة في حالة عدم الإرجاع هي نفسها في حالة 

 الإرجاع وهي:

𝝈𝒙̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
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 النظرية التالية تلخص هذه العلاقات:و

  
𝛔نهوتباي μووسطه الحسابي  Nإذا كان لدينا مجتمع محدود، حجمه 

𝟐
، وسحبنا 

𝝈𝒙̅والتباين   𝝁𝒙̅، فإن الوسط الحسابي  nمنه كل العينات العشوائية الممكنة ذات الحجم 
𝟐  

المجتمع   رتبط بالوسط الحسابي للمجتمع وتباينيلتوزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة 

 العلاقات التالية:حسب 

 

 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ

ّيتبعّالتوزيعّالطبيعي:المعاينةّمنّمجتمعّّ:(4-4)
سندرس فيما يلي توزيع المعاينة للوسط الحسابي، عندما يكون المجتمع 

 الذي سحبت منه العينات يتبع التوزيع الطبيعي، وذلك في حالتين:

ّ

ّمعلوم:𝝈𝟐ّ(ّالمجتمعّيتوزعّتوزيعاّطبيعياّبتباين4-4-1ّ)
نا  بوسحّ،𝝈𝟐ّوتباينه𝛍ّّطه الحسابيإذا كان لدينا مجتمع يتوزع توزيعا طبيعيا وس         

، فتوزيع المعاينة للوسط الحسابي nمنه كل العينات العشوائية الممكنة ذات الحجم 

 𝜎𝑥، وتباين قدره   𝝁𝒙 سيتوزع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي قدره 𝑿̅ للعينة
 إذن: ، 2

𝒛 =  
𝒙̅ − 𝝁𝒙

𝝈𝒙
 

 :( 1 -4 نظرية )

𝝁𝑿̅ = 𝛍 
: 0.0.و في حالة السحب مع الإرجاع أو كان حجم المجتمع كبيراً أ

𝑛

𝑁
≤ 

𝜎𝑥 
2 =

𝜎2

𝑛
 

: 0.0.وفي حالة السحب مع عدم الإرجاع و 
𝑛

𝑁
> 

𝜎𝑥 
2

=
𝝈𝟐

𝑵
×

𝑵 − 𝒏

𝑵 − 𝟏
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، ويكون هذا صحيحاً بغض النظر عن حجم معياريابيعياً ستتوزع توزيعا ط

 العينة كبيراً أم صغيراً.

ّ
 

ّهوZّّيجب الانتباه هنا إلى أن المتغير الذي نحوله إلى المتغير المعياري
ونقسم على انحرافه 𝝁𝑿ّّ̅وبالتالي يجب أن نطرح منه وسطه الحسابي𝑿ّ̅المتغير

𝝈𝑿ّّّّ̅عياريالم
ّ

ّ
ت أن أوزان مجتمع كبير جدا من الطلبة تتوزع توزيعاً طبيعياً بوسط إذا علم

فإذا سحبنا مع عدم الإرجاع من هذا 25ّّكيلو جرام وتباين قدره65ّّحسابي قدره

، فما احتمال أن يكون الوسط الحسابي لأوزان هذه العينة طالبا16ًّّالمجتمع عينة بها

 كيلو جرام؟67ّأكبر من 

ّ
ّالحل:ّّّّ

𝑷(𝑿ّ̅         المطلوب: الاحتمال > 𝟔𝟕) =? 

زان هو الوزن، وبما أن مجتمع الأو X   في هذه الدراسة المتغير محل الدراسة

توزيعاً طبيعياً، إذن توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة سيكون توزيعاً توزع ت

 :بغض النظر عن حجم العينة، وسيكون متوسط هذا التوزيع وتباينه كما يلي طبيعياً

𝝈𝒙̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
=

𝟐𝟓

𝟏𝟔
      ,     𝝁𝒙̅ = 𝝁 = 𝟔𝟓 

من أن  معند حساب تباين توزيع المعاينة، لم نستخدم معامل التصحيح بالرغ

 .السحب تم مع عدم الإرجاع، لأن المجتمع كبير

( 2-4مثال )

 ملاحظة:
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ي إذن لحساب الاحتمال المطلوب نحسب بيعبما أن توزيع المعاينة توزيع ط

𝒙ّ̅عيارية المقابلة للقيمةالمّالقيمة = ّوذلك كما يلي: 𝟔𝟕ّ
 

𝒛 =
𝒙̅ − 𝝁𝒙̅

𝝈𝒙̅
=

𝟔𝟕 − 𝟔𝟓

√
𝟐𝟓

𝟏𝟔

=
𝟐𝟒

𝟓
= 𝟏. 𝟔𝟎 

 وبالتالي فإن:

𝑷(𝑿̅ > 𝟔𝟕) = 𝑷(𝒁 > 𝟏. 𝟔𝟎) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟒𝟒𝟓𝟐 = 𝟎. 𝟎𝟓𝟒𝟖 

ّ

ّ
اء تتوزع توزيعاً طالباً في امتحان في مادة الإحص111ّّإذا علمت أن درجات

فإذا سحبنا من هؤلاء الطلبة عينة ،  9ّوتباين قدره71ّّطبيعياً بوسط حسابي قدره

طالباً حيث السحب تم مع عدم الإرجاع ، فما احتمال أن يكون 25ّعشوائية تشمل 

ّ؟71ّّالوسط الحسابي لهذه العينة أكبر من
ّ:لحلاّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

في هذا المثال يتكون المجتمع من كل الطلبة المشتركين في هذا الامتحان، أما 

 محل الدراسة فهو درجة الطالب. X   المتغير العشوائي

𝑷(𝑿̅:ّّّالمطلوبو  > 𝟕𝟏) =?ّ

سابي للوسط الح، فإن توزيع المعاينة ن المجتمع يتوزع توزيعاً طبيعياًبما أ

ى التوالي باين قدرهما علبيعياً بمتوسط حسابي وتخر توزيعاً طللعينة سيتوزع هو الآ

 :كما يلي

𝝁𝑿̅ = 𝝁 = 𝟕𝟎            

𝝈𝑿̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
×

𝑵 − 𝒏

𝑵 − 𝟏
=

𝟗

𝟐𝟓
×

𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝟓

𝟏𝟎𝟎 − 𝟏
= 𝟎. 𝟐𝟕𝟐𝟕 

 

 ( :3-4مثال )
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هنا استخدمنا معامل التصحيح عند حساب التباين، وذلك لأن السحب تم مع 

 عدم الإرجاع  

𝒏

𝑵
=

𝟐𝟓

𝟏𝟎𝟎
= 𝟎. 𝟐𝟓 > 𝟎. 𝟎𝟓   

ّفنجد أن:71ّولحساب الاحتمال المطلوب نحسب القيمة المعيارية المقابلة للقيمة 
 

𝒛 =
𝑿̅ − 𝝁𝑿̅

𝝈𝑿̅

=
𝟕𝟏 − 𝟕𝟎

√𝟎. 𝟐𝟕𝟐𝟕
= 𝟏. 𝟗𝟐 

ّ
𝑷(𝑿̅ > 𝟕𝟏) = 𝑷(𝒁 > 𝟏. 𝟗𝟐) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟒𝟕𝟐𝟔 = 𝟎. 𝟎𝟐𝟕𝟒 

ّ
ّمجهول:𝝈𝟐ّتوزعّتوزيعاًّطبيعياًّبتباينّالمجتمعّي(4-4-2ّ)

علمنا مما سبق أنه إذا كانت العينات العشوائية مسحوبة من مجتمع يتوزع توزيعاً 

𝒁:ّحيثZّّ، فإن المتغير العشوائي 𝝈𝟐وتباينه  𝝁طبيعياً وسطه الحسابي  =
𝑿̅−𝝁

√𝝈𝟐/𝒏
ّ

 .سيتوزع توزيعاً طبيعياً معيارياً

كتقدير لتباين  𝑺𝟐عمل تباين العينة تسن، فمجهولاً  𝝈𝟐كان تباين المجتمع أما إذا 

 ، حيث تباين العينة يحسب كما يلي : 𝝈𝟐المجتمع المجهول 

𝑺𝟐 =
∑(𝑿 − 𝑿̅)𝟐

𝒏 − 𝟏
 

 :حصل على المتغير العشوائي التاليوسن

ّ
 

 قد قمنا بدراسة هذا التوزيع ، و(n-1)ّبدرجات حرية tّوهذا المتغير يتبع توزيع

 في الفصل الثالث .

ّ
يمثل أوزان علب نوع معين من العصير التي ينتجها  X إذا كان المتغير العشوائي

111ّّ، وأن هذا المتغير يتبع التوزيع الطبيعي بوسط حسابي يساويأحد المصانع

 ( : 4-4 ) مثال 

𝑻 =
𝑿̅ − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
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، 16ّساويعلب، وكان تباينها ي9ّّسُحبت عينة من إنتاج هذا المصنع حجمها.ّجرام

ّ؟جرام113.85ّّما هو احتمال أن يزيد الوسط الحسابي لهذه العينة عن
ّ:الحلّّّّّ

(31ّّمنّأقل)ّ، وحجم العينة صغيرمجهول𝝈𝟐ّّنلاحظ هنا ان تباين المجتمع
 يتبع التوزيع الطبيعي  إذن : Xّوأن المتغير العشوائي

𝑻 =
𝑿̅ − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
 

ّ:حيث،ّ(n-1)ّةبدرجات حري tيتبع توزيع 
(𝒏 − 𝟏) = 𝟗 − 𝟏 = 𝟖 

𝑻 =
𝑿̅ − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
=

𝟏𝟎𝟑. 𝟖𝟓 − 𝟏𝟎𝟎

√𝟏𝟔/𝟗
= 𝟐. 𝟖𝟗 

 :حتمال المطلوبإذن الا

𝑷(𝑿̅ > 𝟏𝟎𝟑. 𝟖𝟓) = 𝑷(𝒕(𝟖) > 𝟐. 𝟖𝟗) = 𝟎. 𝟎𝟏 

ّ
تتبع توزيعاً  أحد المصارفإذا كانت قيمة أرصدة الحسابات الجارية في 

25ّّألف دينار، فإذا اخترنا عينة عشوائية تشمل21ّّيساوي طبيعياً بوسط حسابي
ّحساباً 36ّّوعلمت أن تباينها يساوي، فما احتمال أن يكون الوسط الحسابي ،

 العينة:  تضمهاللأرصدة الجارية التي 

 ألف دينار.17.51ّّأقل من (أ

 ألف دينار.21.51ّّأقل من (ب

ّ:الحلّّّّّّ
(31ّّمنّأقل)ّصغيرول، وحجم العينة مجه𝝈𝟐ّنلاحظ هنا أن تباين المجتمع

 يتبع التوزيع الطبيعي إذن:Xّّوأن المتغير العشوائي

𝑻 =
𝑿̅ − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
 

 ( : 5-4 ) مثال 
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ّ:حيث،ّ(n-1)ّبدرجات حرية tيتبع توزيع 
(𝒏 − 𝟏) = 𝟐𝟓 − 𝟏 = 𝟐𝟒 

ّ
ّدينار، أيّألف17.51ّّلحساب احتمال أن يكون الوسط الحسابي للعينة أقل من -أ

𝑷(𝑿̅   حساب < 𝟏𝟕. 𝑿ّّ̅لقيمةّالمقابلةtّّنحسب قيمةّ،(𝟓𝟎 = 𝟏𝟕. وذلك كما ،𝟓𝟎ّّ

 يلي :

𝑻 =
𝑿̅ − 𝝁

√
𝑺𝟐

𝒏

=
𝟏𝟕. 𝟓𝟎 − 𝟐𝟎. 𝟎𝟎

√
𝟑𝟔

𝟐𝟓

= −𝟐. 𝟎𝟖 

 :متماثل، إذن tا أن منحنى توزيع وبم

𝑷(𝑿̅ < 𝟏𝟕. 𝟓𝟎) = 𝑷(𝒕(𝟐𝟒) < −𝟐. 𝟎𝟖) = 𝑷(𝒕(𝟐𝟒) > 𝟐. 𝟎𝟖) ≅ 𝟎. 𝟎𝟐𝟓 

ّ
ألف دينار، أي 21.51ّّلحساب احتمال أن يكون الوسط الحسابي للعينة أقل من -ب

𝑷(𝑿̅حساب < 𝟐𝟏. 𝑿̅  المقابلة لقيمة t، نحسب قيمة  (𝟓𝟎 = 𝟐𝟏.  ، وذلك كما يلي:𝟓𝟎

𝑻 =
𝑿̅ −𝝁

√
𝑺𝟐

𝒏

=
𝟐𝟏. 𝟓𝟎 − 𝟐𝟎. 𝟎𝟎

√
𝟑𝟔

𝟐𝟓

= 𝟏. 𝟐𝟓 

 
∴ 𝑷(𝑿̅ < 𝟐𝟏. 𝟓𝟎) = 𝑷(𝒕(𝟐𝟒) < 𝟏. 𝟐𝟓) 

 

ّعن أقرب قيمة للقيمة ،24ّمقابل درجة الحرية (،2)م.ّبالبحث في جدول 
مع المساحة التي على وبما أن الجدول يتعامل ّ،1.318هي القيمة ّفسنجدها،1.25ّ

ّ:إذن ،1ّّ، والمساحة الكلية تحت المنحنى تساوييمين القيمة
ّ

𝑷(𝒕(𝟐𝟒) < 𝟏. 𝟑𝟏𝟖) = 𝟏 − 𝑷(𝒕(𝟐𝟒) > 𝟏. 𝟑𝟏𝟖) = 𝟏 − 𝟎. 𝟏𝟎 = 𝟎. 𝟗𝟎 
 

 إذن الاحتمال المطلوب:

𝑷(𝑿̅ < 𝟐𝟏. 𝟓𝟎) = 𝑷(𝒕(𝟐𝟒) < 𝟏. 𝟐𝟓) ≅ 𝟎. 𝟗𝟎 
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ّ(ّالمعاينةّمنّمجتمعّلاّيتبعّالتوزيعّالطبيعي:4-5)
، فإن توزيع المعاينة للوسط الحسابي (31ّمنّأكبر)ّإذا كان حجم العينة كبيراً  

م نظرية النهاية المركزية. حيث منطوق هذه النظرية كما للعينة نحصل عليه باستخدا

 يلي:

 

 

 

 

 

 

 

 

ونظرية النهاية المركزية لها أهمية كبيرة في الاستدلال الإحصائي،  

فباستخدامها نعتبر توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة توزيعا قريباً من التوزيع 

ى معرفة الطبيعي دون الحاجة إلالطبيعي، وبالتالي نستطيع تطبيق خواص التوزيع 

𝒏)التوزيع الاحتمالي للمجتمع طالما أن حجم العينة كبير  ≥ 𝟑𝟎). 

ّ
علمت أن الوسط الحسابي لدرجات امتحان في الإحصاء، أشترك فيه عدد إذا  

خترنا من الطلبة الذين اشتركوا في هذا ا، فإذا 25وبتباين  73كبير من الطلبة، يساوي 

فما احتمال   ، )حيث السحب تم مع عدم الإرجاع(طالب  100وائية تشمل الامتحان عينة عش

ّّّّّّّّّّّّّ؟74أن يكون الوسط الحسابي لدرجات الطلبة الذين تشملهم هذه العينة أكثر من 

 ( :6-4مثال )

 ة المركزية (:( ) نظرية النهاي2-4نظرية )

، وسحبنا منه كل العينات العشوائية الممكنة  𝝈𝟐وتباينه  𝝁إذا كان لدينا مجتمع وسطه الحسابي 

 𝑿̅( فتوزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة 31أكبر من أو يساوي  nذات الحجم الكبير )

𝝈𝑿̅باين قدره  وت  𝝁𝑿̅سيكون توزيعاً قريباً من التوزيع الطبيعي بمتوسط قدره 
 وعليه فإن : 𝟐

𝒁 =
𝑿̅ − 𝝁𝑿̅

𝝈𝑿̅

 

   ستتوزع توزيعاً قريباً من التوزيع الطبيعي المعياري .
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ّّالحل:ّّّّّ
ا طبيعياً، ولكن حجم العينة كبير بما أن، توزيع المجتمع ليس توزيع 

(𝒏 > هو توزيع قريب من 𝑿̅  للوسط الحسابي للعينة، فإن توزيع المعاينة  (𝟑𝟎

 التوزيع الطبيعي )نظرية النهاية المركزية( بمتوسط وتباين قدرهما على التوالي:

𝝈𝑿̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
=

𝟐𝟓

𝟏𝟎𝟎
            ,         𝝁

𝒙̅
= 𝝁 = 𝟕𝟑 

م أن غعند حساب تباين توزيع المعاينة لم نستخدم معامل التصحيح بالر 

 السحب تم مع عدم الإرجاع، لأن حجم المجتمع كبير.

 

ّ(74)ّولحساب الاحتمال المطلوب نحسب القيمة المعيارية المقابلة للقيمة 
 لي :يوذلك كما 

𝐙 =
𝒙̅ − 𝝁𝒙

𝝈𝒙
=

𝟕𝟒 − 𝟕𝟑

√
𝟐𝟓

𝟏𝟎𝟎

=
𝟏

𝟎. 𝟓𝟎
= 𝟐. 𝟎𝟎 

 

 وبالتالي فإن الاحتمال المطلوب:

𝑷(𝑿̅ > 𝟕𝟒) = 𝑷(𝒁 > 𝟐. 𝟎𝟎) = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟒𝟕𝟕𝟐 = 𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟖 
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ّ
ّ

 

علمنا أن الاحصاءة هي أي مقياس إحصائي نحسب قيمته من العينة المسحوبة  

من المجتمع محل الدراسة، وبما أن قيمة الاحصاءة تتغير من عينة عشوائية إلى 

قد يع المعاينة، وأخرى، فهي متغير عشوائي، ولها توزيع احتمالي يطلق عليه توز

تربط  علاقة درسنا توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة بإسهاب ووجدنا أن هناك

توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة مع الوسط الحسابي  الوسط الحسابي وتباين

وتباين توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة مع الوسط الحسابي وتباين المجتمع 

 لعينات، حيث:الذي سحبت منه ا

𝝁𝒙 = 𝛍 
𝝈𝑿̅في حالة السحب مع الإرجاع أو كان حجم المجتمع كبيرا: 

𝟐 =
𝝈𝟐

𝒏
 

 ع صغيرا:ــم المجتمـــان حجــفي حالة السحب مع عدم الإرجاع وك

𝝈𝑿̅
𝟐 =

𝝈𝟐

𝒏
×

𝑵 − 𝒏

𝑵 − 𝟏
 

 ات يتوزع توزيعاًوعرفنا أنه إذا كان توزيع المجتمع الذي سحبت منه العين 

طبيعياً بتباين معلوم، فإن توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة سيتبع هو الآخر 

توزيعاً طبيعياً، أما إذا كان توزيع المجتمع ليس توزيعاً طبيعياً، فإن توزيع المعاينة 

ة جم العينالتوزيع الطبيعي إذا كان حمن للوسط الحسابي للعينة سيتوزع توزيعاً قريباً 

𝒏كبيراً، أي  ≥  . ويكون المتغير العشوائي التالي:)نظرية النهاية المركزية(    𝟑𝟎

𝑍 =  
𝑋̅ − 𝜇𝑋̅

𝜎𝑋̅
 

 

 

الرابعملخص الفصل 
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 يتوزع توزيعا قريباً من التوزيع الطبيعي المعياري.

 𝒔𝟐 مجهول، فنستعمل تباين العينةبتباين وعندما يتوزع المجتمع توزيعاً طبيعياً 

 ، ونحصل على المتغير العشوائي التالي: 𝝈𝟐المجتمع المجهول  كتقدير لتباين

𝑇 = 
𝑋̅ − 𝜇

√𝑠2 𝑛 
 

 .( n   -1ة )ـــــــات حريــــبدرج t  عــــع توزيـــر يتبـــذا المتغيــوه

ّ
ّ  
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4ّ
ّ
ّ

 تكلم عن أساليب جمع البيانات الإحصائية. -1

 ّة؟ــــــــــما أسباب استخدام أسلوب المعاينّ -2

 .اءة ــــــــــة والإحصـأذكر الفرق بين المعلم -3

 أذكر منطوق نظرية النهاية المركزية، ومدى أهمية هذه النظرية. -4

14,6,2ّ    يتكون مجتمع من القيم التالية: -5
  أوجد التوزيع الاحتمالي للمجتمع، ومنه أحسب الوسط الحسابي للمجتمع،  (أ

 وتباين المجتمع.  

 هذا المجتمع كل العينات العشوائية التي تشمل مفردتين  إذا اخترنا من ب(

  )الاختيار مع عدم الإرجاع(، فأوجد توزيع المعاينة للوسط الحسابي         

 .  𝐗 وأحسب منه الوسط الحسابي والتباين للإحصاءة ̅ 𝐗للعينة        

 والوسط  μتحقق من صحة العلاقة التي تربط بين الوسط الحسابي للمجتمع  جـ(

 ومن صحة العلاقة   𝜇𝑋̅الحسابي لتوزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة،        

 وتباين توزيع المعاينة للوسط الحسابي  𝝈𝟐التي تربط بين تباين المجتمع        

𝜎𝑋̅ للعينة       
2. 

  18,12,9,3يتكون مجتمع من القيم التالية:  -6

 الاحتمالي للمجتمع، ومنه أحسب الوسط الحسابي للمجتمع، أوجد التوزيع    أ(

 وتباين المجتمع.     
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 ، )الاختيار 3ّإذا اخترنا من هذا المجتمع كل العينات العشوائية التي حجمها  ب(

 . 𝑿̅مع عدم الإرجاع(، فأوجد توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة          

 . 𝑿̅ والتباين للإحصاءة الوسط الحسابيوأحسب منه         

     𝜇تحقق من صحة العلاقة التي تربط بين الوسط الحسابي للمجتمعجـ( 

ّّ، ومن صحة𝜇𝑋̅والوسط الحسابي لتوزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة         
ّّوتباين توزيع المعاينة للوسط 𝝈𝟐العلاقة التي تربط بين تباين المجتمع ّّّّّ

𝜎𝑋̅ الحسابي للعينةّّّّّ
2. 

 إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي   كما يلي:  -7

12 11 7 5 4 𝒙 

3.3 3.1 3.2 3.3 3.1 𝒇(𝒙) 

 

مع nّ=4ّّّالحجم إذا سحبنا من هذا المجتمع كل العينات العشوائية ذات

ع يالإرجاع، فأوجد الوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري لتوز

  .𝐗̅ المعاينة للوسط الحسابي للعينة

ّإذا كان لدينا مجتمع وسحبنا منه مع الإرجاع كل العينات العشوائية ذاتّ -8
 كما يلي: 𝐗̅فوجدنا أن توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة nّ=5ّّّالحجم

11 13 7 4 3 𝒙̅ 

0.40 3.33 3.15 3.13 3.35 𝒇(𝒙̅) 

 باين والانحراف المعياري لهذا المجتمع.أحسب الوسط الحسابي والت

مع الإرجاع من مجتمع يتوزع توزيعاً ّ(16)ّإذا سحبنا عينة عشوائية حجمها -9

 .49ّوتباينه111ّّطبيعياً وسطه الحسابي

 97   ,   103ّأحسب احتمال أن يقع الوسط الحسابي للعينة بين  أ(
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ابي عاً طبيعياً بوسط حستتبع توزي ثانويةطالب بمدرسة 1511ّّإذا كانت أوزان .11

إذا اخترنا من هذه المدرسة مع عدم الإرجاع، ،16ّّكيلو جرام وتباين قدره35ّّقدره

 ، فأحسب ما يلي:طالب 111ّعينة عشوائية تشمل

 .رامــــــــجّكيلو34ّمنّّة أكثرـاحتمال أن يكون الوسط الحسابي لهذه العين أ(

ّ؟جرامّكيلو34ّّ،36ّّلعينة بيناحتمال أن تتراوح قيمة الوسط الحسابي ل ب(
163.5ّّطالب تتوزع توزيعا طبيعيا بوسط حسابي قدره1111ّّإذا كانت أطوالّ.11

، طالبا64ّّ، عينة عشوائية تشملإذا اخترنا منهم مع عدم الإرجاعّ،25ّسم وتباين قدره

 فأحسب ما يلي:

ّ.سم162ّّاحتمال أن يكون الوسط الحسابي لهذه العينة أقل منّّأ(ّّّّ
ّ.مـــس165ّو162ّّّاحتمال أن يتراوح الوسط الحسابي للعينة بينّب(ّّّّ
قطعة حلوى من نوع معين، وكان متوسط 11111ّّمصنع للمواد الغذائية أنتجّ.12

=ّأوزان هذه القطع المنتجة 𝟒𝟏ّ𝛍ّفإذا سحبنا من إنتاج هذا المصنع عينة جراما ،

جراما فأحسب احتمال أن 1.44ّّقطع وكان تباينها يساوى9ّّعشوائية تحتوى على

ّ.جراما42.3ّّيكون الوسط الحسابي للعينة أكثر من
العامل يوميا يتبع  من قبلعامل، وكان عدد الوحدات المنتجة 511ّّبهّمصنعّ.13

16ّّوحدة، فإذا اخترنا عينة عشوائية تشمل 15ّتوزيعا طبيعيا بوسط حسابي قدره
ل ، فما احتما4ّان تباين هذه العينة يساوىعاملاً من هذا المصنع مع عدم الإرجاع، وك

 ؟14أن يكون وسطها الحسابي أقل من 

، سحبت منه مع 111ّوتباينه111ّّوسطه الحسابيXّّإذا كان المتغير العشوائيّ.14

، أحسب احتمال أن يزيد الوسط الحسابي لهذه 64ّالإرجاع عينه عشوائية حجمها

ّ.113ّالعينة عن
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211ّّكان الوسط الحسابي للدخل الشهري لهذه العائلات، وعائلة811ّّقرية بهاّ.15
 عائلة 111ّّ، فإذا اخترنا من هذه القريةدينار51ّّ، بانحراف معياريدينار شهريا

فما احتمال أن يكون الوسط الحسابي للدخل الشهري لهذه العينة  )مع عدم الإرجاع(

ّ.دينار215ّأكثر من 
ّ
ّ

ّ  
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ّ
ّ

ّ
ّة:ـــــــــــــــ(ّمقدم5-1)

 أغلب الدراسات لا نستطيع معرفة القيمة الحقيقية لمعلمة المجتمع محل في

البحث، وذلك لأنه لكي نحسب قيمة معلمة يجب أن يكون لدينا بيانات عن كل 

مفردات المجتمع دون استثناء، ولكن في أغلب الدراسات لا يمكننا جمع بيانات عن 

ا الاستنتاج الإحصائي هي كل مفردات المجتمع. فمن أهم المواضيع التي يهتم به

كيفية تقدير معالم المجتمع المجهولة )المعالم المجهولة للتوزيعات الاحتمالية(، 

ي مقياس إحصائي آخر خاص مثل الوسط الحسابي للمجتمع أو تباين المجتمع أو أ

 ، باستخدام بيانات نتحصل عليها عينة عشوائية مسحوبة من ذلك المجتمع.بالمجتمع

ّالتقدير:ّ(ّأنواع5-2)
 يوجد نوعان من التقدير الإحصائي للمعالم المجهولة هما:

 .التقديرّبقيمة .1

 .التقديرّبفتــرة .2

 .وسنقوم بعرض كل منهما فيما يلي

ّ:(ّالتقديرّبقيمة5-2-1)
معلمة المجتمع المجهولة بإحصاءة هو تقدير المقصود بهذا النوع من التقدير 

حوبة من هذا المجتمع، أي نقوم بتقدير نحسب قيمتها من بيانات عينة عشوائية مس

مثلا نقدر ، فالعينة ولذلك يسمى التقدير بقيمةالمعلمة بقيمة واحدة فقط تحسب من 

𝝈𝟐ّّونقدر تباين المجتمعّ،𝑿ّبالوسط الحسابي للعينة 𝛍للمجتمع ّالحسابيّالوسط
ّ...ّوهكذا𝑺𝟐ّّالعينةّبتباين

ّالخامسالفصلّ
ّالتقديرّالإحصائي
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ّ
 ما،عائلات من العائلات القاطنة في مدينة  10إذا سحبنا عينة عشوائية تشمل 

 :ل عائلة من هذه العائلات كما يليوكان الإنفاق الشهري بالدينار لك

120ّّ،165ّّ،263ّّ،252ّّ،175ّّ،168ّّ،232ّّ،255ّّ،200ّّ،240ّ
ر الوسط الحسابي للإنفاق الشهري لكل العائلات باستخدام بيانات هذه العينة قدَّ 

 دينة.مهذه القاطنة في 

ّ:ّالحلّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ
مدينة، هذه في هذه الدراسة نجد أن، المجتمع هو كل العائلات القاطنة في 

ّوالمطلوب تقدير الوسط الحسابي لإنفاق هذه العائلات، أي المطلوب تقدير الوسط
فنستطيع تقدير المعلمة المجهولة وهي الوسط الحسابي ّ.𝛍ّالحسابي للمجتمع

ّ:حيث𝑿ّّتحسب من العينة وهي الوسط الحسابي للعينة بقيمة واحدةللمجتمع 

𝑿 =
∑𝐱

𝐧
=

𝟐𝟎𝟕𝟎

𝟏𝟎
= 𝟐𝟎𝟕 

ينة مدهذه إذن نقدر الوسط الحسابي للإنفاق الشهري للعائلات القاطنة في 

مع  ت، وهذه القيمة ليست هي القيمة الحقيقية للوسط الحسابي للمجدينار217ّّبالقيمة

ّ، ونرمز للقيمة المقدّرة للوسط الحسابي للمجتمع بالرمزوإنما هي تقدير لهذا الوسط
𝝁ّ̂: أي أن 

𝛍̂ = 𝟐𝟎𝟕 
رة. تعنى في ^الإشارة   علم الإحصاء القيمة المقدَّ

قيمتها كتقدير للمعلمة  وأحيانا نجد أكثر من إحصاءة يمكن استخدام

 نار الإحصاءة التي تعتبر أفضل م، لذلك توجد معايير تساعدنا على اختيالمجهولة

ر ، أي توجد خصائص يجب أن تتوفر فيغيرها لتقدير المعلمة المجهولة حتى  المقدَّ

را جيدا  .ولكن لن نتعرض لها في هذا الكتاب، يكون مقدِّ

 ( :1-5مثال )
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ّ:(ّالتقديرّبفترة5-2-2)
هذا  ، فإننا فيتستخدم لتقدير المعلمة المجهولة بدلا من تحديد قيمة واحدة

ّلمعلمة، فمثلا إذا رمزنا لمعينة تقع فيها المعلمة المجهولةالتقدير نحدد فترة ّمنّالنوع
 Pّأو النسبة𝝈𝟐ّّأو التباين 𝛍ّقد تكون الوسط الحسابي𝛉ّّحيث𝛉ّّالمجهولة بالرمز

أو أي مقياس إحصائي آخر خاص بالمجتمع ، فإننا نحدد فترة تقع فيها هذه المعلمة 

 كما يلي :

𝛉̂ − 𝑬 ≤ 𝜽 ≤ 𝜽̂ + 𝑬 

ّ:حيث
 : 𝛉̂ر بالقيمة ّ.الإحصاءة المستخدمة كأفضل مقدِّ

E ّ:.قيمة نعتمد في حسابها على بيانات العينة وحجم العينة ومستوى الثقة في التقدير 

بالحد الأدنى لفترة ّ)E - 𝛉̂(ّويسمى المقدار𝛉ّّوتسمى هذه الفترة بفترة الثقة للمعلمة

 د الأعلى لفترة الثقة .بالحّ)E  +𝛉̂(ّالثقة والمقدار

 فيعنى ذلك أن :𝛂<ّ0ّ> 1ّحيثّ)𝛂 - 1( وإذا كان معامل الثقة

𝐩(𝛉̂ − 𝐄 ≤ 𝛉 ≤ 𝛉̂ + 𝑬) = 𝟏−∝ 

ّ

𝛉̂(ّوالمقصود بذلك أن احتمال احتواء الفترة − 𝑬و 𝜽̂ + 𝑬(ّ على المعلمة

 ) .1-∝( هو 𝛉ّالمجهولة

ل العينات العشوائية من فيعنى ذلك أنه إذا سحبنا ك 𝛂– 1 =  0.95ّفمثلا إذا كان

تمع( وحسبنا لكل عينة المجتمع )أو عددا كبيرا جدا من العينات العشوائية من المج

ّوأن𝛉ّ من هذه الفترات تحتوى على المعلمة المجهولة95ّ%ّ، فسنجد أنفترة الثقة
 بمستوى الثقة .95ّ%ّوتسمى النسبة𝛉ّّمن الفترات لا تحتوى على %5

 راض كيفية حساب فترة الثقة للوسط الحسابي للمجتمع.وسنقوم فيما يلي باستع

ّ
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ّ:𝛍ّ(ّفترةّالثقةّللوسطّالحسابيّللمجتمع5-3ّّ)
ّمعلوما:𝝈𝟐ّّ(ّعندماّيكونّتباينّالمجتمع5-3-1ّّ)

علمنا من دراستنا السابقة وفقا لنظرية النهاية المركزية، أنه إذا كان لدينا مجتمع 

بنا ، وسح الضروري أن يكون توزيعه توزيعا طبيعيا( )ليس من𝝈𝟐ّّوتباينه𝛍ّّوسطه

تكون كبيرة بما فيه nّّبحيثّ nّمنه كل العينات العشوائية الممكنة ذات الحجم

 سيكون قريبا من𝑿ّّفإن توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة)  n<30(ّالكفاية

 التوزيع الطبيعي بوسط حسابي وتباين قدرهما :

𝛔𝐱
𝟐 =

𝛔𝟐

𝐧
     ،𝝁𝐗 = 𝛍 

ّي، فإن توزيع المعاينة للوسط الحسابكان المجتمع يتوزع توزيعا طبيعياأما إذا 
، وفي صغيرا أو كبيراnّّ، وذلك سواء كان حجم العينةسيكون توزيعا طبيعيا𝐗ّّللعينة

ّ:حيثZّّإلى المتغير المعياري𝑿ّ هذه الحالات المذكورة نستطيع تحويل
ّ
ّ
 

 طبيعيا معياريا.  Zويكون توزيع المتغير 
التي على يمينها مساحة  Z الحصول على قيمة (1)م.ّفمثلا نستطيع من جدول

فسنجدها مقابلة  1.4751ّوبالتالي المساحة بينها وبين الصفر تساوى ،1.125ّقدرها

1.96ّّللقيمة ّيسارها في المساحة كذلك نستطيع الحصول على القيمة التي على،
ونلاحظ أن القيمة المطلقة للقيمتين متساوية ّ،-1.96ّفسنجدها مقابلة للقيمةّ،1.125

عي لطبيا والاختلاف بين القيمتين في الإشارة فقط، وبصفة عامة في حـــالة التوزيع

 متساويتان في القيمة المطلقة ومختلفتان في الإشارة ناالمعياري إذا كانت لدينا قيمت

𝐙 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐|𝐧
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ط، فستكون المساحة التي على يمين القيمة الموجبة تساوى المساحة التي على فق

ّ.يسار القيمة السالبة ، لأن المنحنى الطبيعي المعياري متماثل
على والمساحة 1.125ّّتساوي1.96ّّوبما أن المساحة على يمين القيمة     

 ون : ، إذن المساحة بين القيمتين ستك1.125ّّتساويّ-1.96يسار القيمة 

𝟏 − (𝟎. 𝟎𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟎𝟐𝟓) = 𝟎. 𝟗𝟓 
الاحتمالي هي عبارة  يوضح ذلك، وحيث أن المساحة تحت المنحنى(1ّ-5)ّوشكل

ّقيمة محصورة بين القيمتينZّّ، فيعنى ذلك أن احتمال أن يأخذ المتغيرعن احتمالات
 ونعبر عن ذلك كما يلي :1.95ّّيساوى1.96ّوّّ-1.96

𝑷(−𝟏. 𝟗𝟔 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏. 𝟗𝟔) = 𝟎. 𝟗𝟓 
 

 

 

ّ (1-5شكلّ)
 :عبير عن الاحتمال السابق كما يليإذن نستطيع الت

𝑷(−𝟏. 𝟗𝟔 ≤
𝑿 − 𝝁

√𝝈𝟐|𝒏
≤ 𝟏. 𝟗𝟔) = 𝟎. 𝟗𝟓 

ّوبالتالي ستكون المساحة𝛂–1ّ ّبالرمز1.95ّّوبصفة عامة إذا رمزنا للمساحة
𝛂ّللمساحةّمساوية1.125ّ على يمينها التي Zّّهي قيمة1.96ّّوتكون القيمةّ 𝟐

𝛂ّمساحة 𝒁𝛂ّونرمز لهذه القيمة بالرمزّ 𝟐
𝟐⁄

ّ،ّبالرمزّ-1.96ّسنرمز للقيمة عبالطبّ،
−𝒁𝛂

𝟐⁄
 وهكذا نستطيع التعبير عن الاحتمال السابق بصفة عامة كما يلي : 

 

ّ
 
 

𝑷(−𝒁∝
𝟐⁄
≤

𝑿−𝝁

√𝝈𝟐|𝒏
≤ 𝒁∝

𝟐⁄
)= 1 - 𝛂 

0 

040.1 040.1 

1.96   - 1.96    Z 
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 لك.( يوضح ذ.-1وشكل )

ّ

 

 

ّ(2-5شكلّ)
وبإجراء بعض العمليات الجبرية على الحدود الثلاثة للمتباينة الموجودة بين 

فقط  𝝁القوسين بحيث نجعل الحد الأوسط للمتباينة يحتوى على المعلمة المجهولة 

 ، نحصل على :

𝑷   𝑿 − 𝒁𝛂
𝟐

√𝝈𝟐|𝒏  ≤ 𝝁 ≤ 𝑿 + 𝒁𝜶
𝟐⁄
√𝝈𝟐/𝒏|  = 𝟏 − 𝜶 

ّبين القيمة(ّالمجهول)𝛍ّّويعنى ذلك أن احتمال وقوع الوسط الحسابي للمجتمع

(𝑿 − 𝒁𝛂
𝟐⁄
√𝝈𝟐|𝒏)ّّوالقيمة𝑿 + 𝒁𝛂

𝟐⁄
√𝝈𝟐|𝒏)ّ)ّيساوى(𝛂-1)ّ.ّ

 ّالمقدارّويسمى𝐗 − 𝐙∝
𝟐⁄
√𝛔𝟐|𝐧ّّالثقةّلفترةّالأدنىّبالحد. 

 ّالمقدارّويسمى𝐗 + 𝐙∝
𝟐⁄
√𝛔𝟐|𝐧ّة ــبالحد الأعلى لفترة الثق. 

 

فيسمى معامل الثقة وعادة نعبر عنه بنسبة مئوية، أي ّ(𝛂-1)ّأما الاحتمال

ويسمى مستوى الثقة، وقد تكون أية نسبة ولكن النسب الدارجة ّ(𝛂-1)111ّ%ّيكتب

ّ.99ّ،ّ%95،ّ%91%ّالاستعمال
ّ

عندما يكون تباين 𝝁ّط الحسابي للمجتمع وبالتالي فإن فترة الثقة للوس

ّهيّ:ّ(𝛂ّ-ّ1)111%ّمعلوما وعند مستوى ثقةّالمجتمع
𝐗 + 𝐙𝛂

𝟐⁄
√𝛔𝟐|𝐧ّّّّّّّّّّّ،𝐗 − 𝐙𝛂

𝟐⁄
√𝛔𝟐|𝐧ّ

∝ 2  ∝ 2  

𝐙∝ 𝟐 
 

0 

 

−𝐙∝ 𝟐 
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ّ
نة في سإحدى الجامعات إذا علمت أن تباين أوزان كل الطلبة المسجلين في 

144ّّمعينة يساوى ، طالب111ّّهؤلاء الطلبة عينة عشوائية تشملوسحبنا من ،

، فمن هذه البيانات قدر كيلو جرام64ّّأن الوسط الحسابي لأوزانهم يساوى ووجدنا

، وذلك مسجلين في هذه الجامعة تلك السنةالوسط الحسابي لأوزان كل طلبة ال

ّ.99%ّباستخدام فترة ثقة بمستوى قدرة
ّ

ّل:ـــالحّّّّّّّ
هذه اسة يتكون من أوزان كل الطلبة المسجلين في المجتمع في هذه الدر

، وهنا بالرغم من عدم ذكر توزيع المجتمع ، وتباينه معلومجامعة في تلك السنةال

للحصول على فترة الثقة المطلوبة، Zّّفنستطيع استعمال المتغير الطبيعي المعياري

 والفترة هي:. اية المركزيةة النهوذلك وفقا لنظريّ(n>31)ّلأن حجم العينة كبير

𝑿 + 𝒁𝛂
𝟐⁄
√𝝈𝟐|𝒏)ّّّّّّّّّّّ،𝑿 − 𝒁𝛂

𝟐⁄
√𝝈𝟐|𝒏)ّ

 

𝟏)ّّّّّّّّّّّّّّّّ:حيث − 𝛂)𝟏𝟎𝟎% = 𝟗𝟗% 𝑿̅ = 𝟔𝟒  𝒏 = 𝟏𝟎𝟎 ,   𝝈𝟐 = 𝟏𝟒𝟒 

𝟏ّ   إذن:      −𝛂 = 𝟎. 𝟗𝟗 ، 𝛂 = 𝟎. 𝟎𝟏 ، 𝛂 𝟐⁄ = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓   , 𝒁𝛂 𝟐 = 𝒁𝟎.𝟎𝟎𝟓 = 𝟐.𝟓𝟖ّ

 وبالتعويض في الحد الأدنى والحد الأعلى لفترة الثقة نحصل على:

 ة:ـالحد الأدنى لفترة الثق

𝑿 − 𝐙∝
𝟐⁄
√𝝈𝟐/𝐧 = 64 – (2.58) √𝟏𝟒𝟒/𝟏𝟎𝟎 = 𝟔𝟒 − 𝟑. 𝟎𝟗𝟔 = 𝟔𝟎. 𝟗𝟎𝟒 

 الحد الأعلى لفترة الثقة:

𝑿 + 𝐙∝
𝟐⁄
√𝝈𝟐/𝐧 = 64 + (2.58) √𝟏𝟒𝟒/𝟏𝟎𝟎 = 𝟔𝟒 + 𝟑. 𝟎𝟗𝟔 = 𝟔𝟕. 𝟎𝟗𝟔 

 

 ( :2-5مثال )
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ّ تلكفي هذه الجامعةسجلين في مإذن فترة الثقة للوسط الحسابي لأوزان كل الطلبة ال
ّ:هيّ%99ّالسنة، عند مستوى ثقة

(67.196ّّّّّّ،ّّّّ61.914)ّ
بأن الوسط الحسابي الحقيقي لأوزان كل الطلبة 99ّ% أي نستطيع القول بثقة

ّ.ّجرامّكيلو67.196ّوّّجرامّكيلو61.914ّّفي تلك السنة يقع بين المسجلين

ّ
يعا ما ، يتبع توزأحد المصارفلحسابات الجارية في إذا كان المبلغ المودع في ا

ّ، فإذا اخترنا من هذا المصرف عينة عشوائية تشملدينار3151ّّبانحراف معياري قدره
غ المودعة في الحسابات التي حساب جارى، ووجدنا أن الوسط الحسابي للمبال111ّ

. فقدر الوسط الحسابي للمبالغ المودعة في كل الحسابات دينار8525ّّتشملها العينة

ّ.95ّ%ّالجارية في هذا المصرف، وذلك باستخدام فترة ثقة عند مستوى ثقة

ّ
ّالحل:ّّّّّّ

بما أن المجتمع محل الدراسة توزيعه الاحتمالي غير معروف، وحجم العينة 

معلوم ،  𝝈𝟐، حيث أن تباين المجتمع فبتطبيق نظرية النهاية المركزيةّ،n=100ّ كبير

 فنحسب فترة الثقة المطلوبة من الفترة التالية :

 𝐗 + 𝐙∝
𝟐⁄
√

𝛔𝟐

𝐧
) ،𝐗 − 𝐙∝

𝟐⁄
 √

𝛔𝟐

𝐧
                 )   

 

ّحيث:
𝟑𝟏𝟓𝟎ّّ=ّ𝛔ّّ،ّّّn=100ّّّّ،ّّّّ8525ّ=ّ𝑿ّّّ،ّّّ = 95%%111ّ(∝-1)ّ
𝛂 = 𝟎. 𝟗𝟓–ّ1ّّّّّ،∝= 𝟎. 𝟎𝟓ّّّ،ّّّّ1.125ّ=ّ𝛂

𝟐
ّّّ،ّّّ= 𝟏. 𝟗𝟔ّ𝐙 𝟎.𝟎𝟐𝟓ّ=ّ𝐙∝

𝟐⁄
ّ

ّيمةقّوبالتعويض في الحد الأدنى والحد الأعلى، مع الانتباه أن القيمة التي عندنا هي
 نحصل على:ّ،𝝈𝟐ّوليس𝝈ّالانحراف المعياري

 ( :3-5مثال )
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 لأدنى لفترة الثقة:الحد ا

𝐗 − 𝐙∝
𝟐⁄
√
𝝈𝟐

𝒏
= 𝟖𝟓𝟐𝟓 − (𝟏. 𝟗𝟔)√

(𝟑𝟏𝟓𝟎)𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟖𝟓𝟐𝟓 − 𝟔𝟏𝟕. 𝟒𝟎𝟎 = 𝟕𝟗𝟎𝟕. 𝟔𝟎𝟎 

 الحد الأعلى لفترة الثقة:

𝐗 + 𝐙∝
𝟐⁄
√
𝝈𝟐

𝒏
= 𝟖𝟓𝟐𝟓 + (𝟏. 𝟗𝟔)√

(𝟑𝟏𝟓𝟎)𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟖𝟓𝟐𝟓 + 𝟔𝟏𝟕. 𝟒𝟎𝟎 = 𝟗𝟏𝟒𝟐. 𝟒𝟎𝟎 

هذا  الحسابات الجارية في كلّفيّإذن فترة الثقة للوسط الحسابي للمبالغ المودعة

ّ:هي95ّ%ّ، عند مستوى ثقةالمصرف
(9142.411ّّّّّّّّّ،7917.611)ّ
بأن الوسط الحسابي للمبالغ المودعة في كل 95ّ%ّأي نستطيع القول بثقة قدرها

ّ.9142.411و7917.611ّّّف، تقع بين القيمتينالحسابات الجارية في هذا المصر
ّ
ّمجهولاّ:𝛔𝟐ّ(ّعندماّيكونّتباينّالمجتمع5-3-2ّ)

مجهولا ، فلكي 𝝈𝟐ّّإذا كان لدينا مجتمع يتوزع توزيعا طبيعيا وكان تباينه

ر 𝐒𝟐ّّ، نستخدم تباين العينة𝝁ّلمجتمعل على فترة الثقة للوسط الحسابي لنحص كمقدِّ

 حيث تباين العينة يُحسب كما يلي :،𝝈𝟐ّّّللتباين المجهولبالقيمة 

𝐒𝟐 =
∑(𝐗 − 𝐗)𝟐

𝐧 − 𝟏
 

 سنحصل على المتغير العشوائي التالي :𝝈𝟐ّّمنّبدلا𝐒𝟐ّّوإذا استعملنا قيمة

𝑻 =  
𝑿 − 𝝁

√𝑺𝟐

𝒏

 

هذا التوزيع في  وقد درسنا،V=n-1ّّحريةّبدرجةtّّويتبع هذا المتغير توزيع

توزيع متماثل حول وسطه الحسابي الذي  tّالفصل السابق ، فقد علمنا أن توزيع

وكانت Tّّيساوى صفراً ، ويعنى ذلك أنه إذا كانت لدينا قيمتان للمتغير العشوائي
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المساحة على يمين إحدى هاتين القيمتين تساوى المساحة على يسار القيمة الأخرى  

 اويتين في القيمة المطلقة ومختلفتين في الإشارة .فستكون القيمتان متس

1ّ-∝ّبالرمزTّّوبصفة عامة إذا رمزنا للمساحة بين قيمتين للمتغير العشوائي
تكون المساحة على يمين القيمة الكبرى تساوى المساحة التي على يسار ّبحيث

ّ.𝛂/2ّالصغرى تساوى كلا منهماّالقيمة
ّ، الإشارةمة المطلقة ومختلفتين في القيفستكون هاتان القيمتان متساويتين في

𝒕𝛂ّبالرمز𝛂/2ّّللقيمة الكبرى التي على يمينها المساحةّوسنرمز
𝟐⁄

وبالتالي سنرمز  ،

𝒕𝛂بالرمز𝛂ّّ/2للقيمة الأخرى التي على يسارها المساحة 
𝟐⁄

وذلك كما هو واضح ّ،-

ّ(.3-5)شكلّّفي
ي هي عبارة عن احتمالات، فيعنى وبما أن المساحة تحت أي منحنى احتمال

قيمة محصورة بين Vّّعند درجة حريةTّّاحتمال أن يأخذ المتغير العشوائيأنّّذلك

𝐭𝛂ّالقيمتين
𝟐⁄

𝐭𝛂وّّ-
𝟐⁄

 :ونعبر عن ذلك كما يلي 𝛂–ّ1ّ ّيساوىّ

𝑷(−𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝝂) ≤ 𝐓 ≤ 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝝂)) = 𝟏 −𝛂 

ّ

 

ّ
 

 

 

𝑻                                                                      بما أن: =  
𝑿−𝝁

√𝑺𝟐

𝒏

ّ

 إذن نستطيع كتابة الاحتمال السابق كما يلي:

 (3-5شكلّ)

 

0 

∝ 2  
𝒕∝ 𝟐 

 
∝ 2  

−𝒕∝ 𝟐 
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𝐏(−𝒕𝛂
𝟐⁄
(𝝂) ≤  

𝑿 − 𝝁

√𝑺𝟐

𝒏

≤ 𝒕𝛂
𝟐⁄
(𝝂)) =  𝟏 −𝛂 

ّ
، وسينللمتباينة الموجودة بين الق ةبإجراء بعض العمليات الجبرية على الحدود الثلاث

 سنحصل على الصورة التالية للاحتمال:

𝐏(𝑿 − 𝒕𝛂
𝟐⁄
(𝝂)√

𝑺𝟐

𝒏
≤ 𝛍 ≤ 𝑿 + 𝒕𝛂

𝟐⁄
(𝝂)√

𝑺𝟐

𝒏
  ) = 𝟏 −𝛂 

 

ّعندما يكون تباين المجتمع 𝛍وبالتالي فإن فترة الثقة للوسط الحسابي للمجتمع 
ّ:ّهي(𝛂-1ّ)111%ّمجهولا وعند مستوى ثقة

ّ
ّ
ّ

ّّ
حد أعة في إذا علمت أنه خلال فترة معينة كانت أوزان أكياس المكرونة المصن

 كيس25ّّ، فإذا سحبنا من هذا المجتمع عينة تشملتتوزع توزيع طبيعيا المصانع

ّجرام498.25ّّ، ووجدنا أن الوسط الحسابي لأوزان الأكياس المسحوبةمكرونة
ل خلا هذا المصنعفقدّر متوسط أوزان كل أكياس المكرونة المصنعة في  ،1.69ّبتباين

ّ.%91ّباستخدام فترة ثقة عند مستوى ثقةّوذلكّهذه الفترة
ّ

كياس المصنعة في هذا يتكون المجتمع في هذه الدراسة من أوزان كل الأ:ّالحلّّّّّّ

ذلك سنستعمل ، وليعيا بتباين مجهولالمصنع خلال هذه الفترة والتي تتبع توزيعا طب

 فترة الثقة التالية:

ّّ(𝑿 + 𝐭∝
𝟐⁄
(𝝂)√

𝐒𝟐

𝐧
ّّّّّّّّّّ،ّّّّّ𝑿 − 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝝂)√

𝐒𝟐

𝐧
ّ)ّ

 ( :4-5مثال )
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ّّ(𝑿 + 𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝝂)√

𝐒𝟐

𝐧
ّّّّّّّّّّّ،𝑿 − 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝝂)√

𝐒𝟐

𝐧
)ّ

ّ:حيث
25n=ّّّّ،ّّّّ𝑿 = 𝟒𝟗𝟖. 𝟐𝟓ّّّّ،ّّّ𝑺𝟐 = 𝟏. 𝟔𝟗ّّّّ،ّّّّ%91ّ%ّّ=111ّ(∝ّ-ّ1)ّ

ّ:إذن
1.91ّّ=𝛂–ّ1ّّّّّّّّّّّّ،𝛂 = 0.10ّّّّّّّّّ،ّّّّّ𝛂/2 = 0.05ّّّ

ّّّّّ           v=n-1=25-1=24ّّ،ّّّّّ𝒕𝛂 𝟐 (𝝂) = 𝒕𝟎.𝟎𝟓(𝟐𝟒) = 𝟏. 𝟕𝟏𝟏ّ
 

 وبالتعويض في الحد الأدنى والحد الأعلى لفترة الثقة نحصل على:

 نى لفترة الثقة:الحد الأد

𝑿 − 𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝛎)√

𝐒𝟐

𝐧
= 𝟒𝟗𝟖. 𝟐𝟓 − (𝟏. 𝟕𝟏𝟏)√

𝟏. 𝟔𝟗

𝟐𝟓
= 𝟒𝟗𝟖. 𝟐𝟓 − 𝟎. 𝟒𝟒 = 𝟒𝟗𝟕. 𝟖𝟏 

 

 الحد الأعلى لفترة الثقة:

𝑿 + 𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝛎)√

𝐒𝟐

𝐧
= 𝟒𝟗𝟖. 𝟐𝟓 + (𝟏. 𝟕𝟏𝟏)√

𝟏. 𝟔𝟗

𝟐𝟓
= 𝟒𝟗𝟖. 𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟒𝟒 = 𝟒𝟗𝟖. 𝟔𝟗 

ّ:ّهيّ%91ّلمتوسط أوزان كل الأكياس عند مستوى ثقة الثقة إذن فترة
(498.69ّّّّّّّّّّّّ،497.81)ّ
بأن الوسط الحسابي الحقيقي لأوزان كل الأكياس ّ%91ّأي نستطيع القول بثقة قدرها

ّ.جرام498.69ّّجرام و497.81ّّمصنع يقع بين القيمتينهذا المصنعة في 

ّ
لات التجارية تتبع توزيعا مبيعات اليومية لأحد المحإذا علمت أن قيمة ال

، اختيرت عشوائيا أيام8ّّوالبيانات التالية تبين قيمة المبيعات اليومية خلالّ،طبيعيا

 في سنة معينة:

181.75ّّ،131.11ّّ،124.25ّ،ّّ173.11ّ
ّ141.51ّ،ّّ99.11ّ،ّ132.51ّّ،ّّ84.11ّ

 ( :5-5مثال )
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لكل المبيعات اليومية لهذا المحل في باستخدام هذه البيانات قدّر الوسط الحسابي 

ّ.%95ّهذه السنة وذلك باستخدام فترة ثقة
ّ

ّالحل:ّّّّّ
يتكون المجتمع في هذه الدراسة من قيم كل المبيعات اليومية خلال تلك السنة 

بالدراسة، وحيث أن هذه القيم )المجتمع( تتبع توزيعا طبيعيا بتباين مجهول،  المعنية

 ثقة التالية:لذلك سنستعمل فترة ال

ّّ(𝑿 + 𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝛎)√

𝐒𝟐

𝐧
ّّّّّ،ّّّّّّ𝑿 − 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝛎)√

𝐒𝟐

𝐧
ّ)ّ

ّ

ّحيث:
n=8ّّّّّّّّّّّّ،1-𝛂) 100% = 95%)ّ

ّإذن:ّ
1-𝛂 = 0.95ّّّّّّ،ّّّّّّّّ1.15ّ𝛂 = ّّ،ّّّّّّّّّ1.125ّ𝛂

𝟐
=ّّّ

7ّّ=1-8ّّ=1ّ–n     ّّ=𝒗ّّ،ّّّّّّّّ𝒕𝛂
𝟐⁄
(𝒗) = 𝒕𝟎.𝟎𝟐𝟓(𝟕) = 𝟐. 𝟑𝟔𝟓 ّ

ّ،أما قيمة الوسط الحسابي للعينة وتباين العينة يجب حسابهما من البيانات المعطاة
 وذلك كما يلي:

𝐗 =
∑ 𝑿𝒊𝒏

𝒊=𝟏

𝐧
=

𝟏𝟖𝟎. 𝟕𝟓 + 𝟏𝟑𝟎. 𝟎𝟎 + ⋯+ 𝟖𝟒. 𝟎𝟎

𝟖
= 𝟏𝟑𝟑 

ّّّ
ّ
=

(𝟏𝟖𝟎. 𝟕𝟓 − 𝟏𝟑𝟑)𝟐 + (𝟏𝟑𝟎. 𝟎𝟎 − 𝟏𝟑𝟑)𝟐 + ⋯+ (𝟖𝟒. 𝟎𝟎 − 𝟏𝟑𝟑)𝟐

𝟖 − 𝟏
= 𝟏𝟎𝟖𝟐. 𝟕𝟑 

 وبالتعويض في الحد الأدنى والحد الأعلى لفترة الثقة نحصل على:

 الحد الأدنى لفترة الثقة يساوى:

𝐗 − 𝐭𝛂
𝟐⁄
(𝜈)√

𝑺𝟐

𝒏
= 𝟏𝟑𝟑 − (𝟐. 𝟑𝟔𝟓)√

𝟏𝟎𝟖𝟐. 𝟕𝟑

𝟖
= 𝟏𝟑𝟑 − 𝟐𝟕. 𝟓𝟏 = 𝟏𝟎𝟓. 𝟒𝟗 

 الأعلى لفترة الثقة تساوى: الحد

𝐒𝟐 =
∑(𝑿 − 𝑿)𝟐

𝐧 − 𝟏
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𝐗̅ + 𝒕𝛂 𝟐 (𝝂) √
𝑺𝟐

𝒏
= 𝟏𝟑𝟑 + (𝟐. 𝟑𝟔𝟓) √

𝟏𝟎𝟖𝟐. 𝟕𝟑

𝟖
= 𝟏𝟑𝟑 + 𝟐𝟕. 𝟓𝟏 = 𝟏𝟔𝟎. 𝟓𝟏 

ّإذن فترة الثقة للوسط الحسابي لكل المبيعات اليومية لهذا المحل خلال السنة  
ّهي:ّ%95ّة بالدراسة، وعند مستوى ثقةيالمعن

(161.51ّّّّّ،ّّّّ115.49)ّ
بأن الوسط الحسابي لكل المبيعات اليومية لهذا ّ%95ّأي نستطيع القول بثقة قدرها

ّ.دينار161.51ّوّّدينار115.49ّّالمحل في تلك السنة يقع بين القيمتين
ّ  
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ّ
 

 

التقدير هو أحد فرعى الاستنتاج الإحصائي، فهو يهتم بكيفية تقدير معالم 

حصل عليها من عينة عشوائية مسحوبة من هذا المجتمع، مجتمع باستخدام بيانات ن

 نوعان من التقدير:ويوجد 

ّ:.ّالتقديرّبقيمة1
هو تقدير معلمة المجتمع بإحصاءة نحسب قيمتها من العينة، أي نقدر المعلمة 

ر بالقيمة للوسط الحسابي للمجتمع هو 𝝁ّّالمجهولة بقيمة واحدة فقط، وأفضل مقدِّ

ر بالقيمة لتباين المجتمع𝑿ّّالوسط الحسابي للعينة ّهو تباين العينة𝝈𝟐ّّوأفضل مقدِّ
𝑺𝟐ّ.ّ
ّ:.ّالتقديرّبفترة2

ّالمقصود به استخدام التقدير بقيمة لإنشاء فترة نعتقد وقوع المعلمة المجهولة
و حجم وزيع الطبيعي أبداخلها بدرجة ثقة معينة، فوجدنا أنه عندما يتبع المجتمع الت

لمجتمع عندما يكون تباين ا، فإن فترة الثقة للوسط الحسابي للمجتمع العينة كبير

ّ:هي(𝛂-1ّ)111ّ%ّ، وعند مستوى ثقةمعلوما
𝐗 + 𝐙𝛂

𝟐⁄
√𝛔𝟐/𝐧)ّّّّّّّّّّّّّّّّ،𝐗 − 𝐙𝛂

𝟐⁄
√𝛔𝟐/𝐧)ّ

 

 ،عندما يكون تباين المجتمع مجهولاوفترة الثقة للوسط الحسابي للمجتمع 

ّ(:𝛂-1)111ّ%ّمستوى ثقةّوعند
𝐗 + 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝛎)√𝐒𝟐/𝐧)ّّّّّّّّّّّّّّّّّ،𝐗 − 𝐭𝛂

𝟐⁄
(𝛎)√𝐒𝟐/𝐧)ّ

 .الأدنىالحد  –مع العلم أن: طول أية فترة = الحد الأعلى 

ّ

 الخامسملخص الفصل 
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ّ

5ّ
 ّ

 ؟ما المقصود بالتقدير بقيمة .0

 ؟ما المقصود بالتقدير بفترة .2

 :ةــــــــــــــنا منه العينة العشوائية التالي، وسحبمجهولاً الحسابي إذا كان مجتمع وسطه  .3

 قدر بقيمة الوسط الحسابي لهذا المجتمع .ّ،15ّ،7ّّ،16ّّ،18ّّ،14ّّ،8ّّّّّ

سابي حّإذا كان الدخل الشهري للعائلات القاطنة في مدينة ما يتبع توزيعا طبيعيا بوسط .4

25ّّتشملّهذه المدينة عينة عشوائية ، فإذا اخترنا من411ّمجهول وتباين يساوى
.ّدينار191ّّ، ووجدنا أن الوسط الحسابي للدخل الشهري لهذه العينة يساويعائلة

 لك:المدينة وذّفقدّر الوسط الحسابي للدخل الشهري لكل العائلات القاطنة في هذه

iّّ: تقدير بقيمة .الب 

iiّّ: 95ّ%ّثقةباستخدام فترة ثقة عند مستوى.ّ
زن إنتاج شجيرات الطماطم في إحدى المزارع يتبع توزيعا طبيعيا بوسط إذا كان و .5

شجيرة، فوجد 36ّّعلىي اختيرت عينة عشوائية تحتو،4ّ=ّحسابي مجهول وتباين

كيلو جرام. فقدّر الوسط الحسابي لوزن إنتاج 13.5ّّأن الوسط الحسابي لوزن إنتاجها

ّ.91%ّتوى ثقةشجيرات كل المزرعة وذلك باستخدام فترة ثقة عند مس
ّساوىيّإذا كان المبلغ الشهري لفاتورة الكهرباء في مدينة معينة يتبع توزيعا ما، تباينه .6

، ووجدنا أن الوسط عائلة111ّّ، فإذا اخترنا من هذه المدينة عينة عشوائية تشمل16

. فقدّر الوسط دينار75ّّالحسابي للمبلغ الشهري لفاتورة الكهرباء لهذه العينة يساوى

 ،العائلات القاطنة في هذه المدينةبي للمبلغ الشهري لفاتورة الكهرباء لكل الحسا

 .95%ّوذلك باستخدام فترة ثقة عند مستوى ثقة
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بوسط حسابي  ،إذا كان طول الأنابيب المنتجة من مصنع للأنابيب يتبع توزيعا طبيعيا .7

لها كما أنابيب وكانت أطوا 5، واخترنا عينة عشوائية تحتوى على وتباين مجهولين

 .11ّّ،13ّّ،21ّّ،9ّّ،15ّ:ّيلي

 فقدّر الوسط الحسابي لأطوال كل الأنابيب المصنوعة في هذا المصنع وذلك:

           iّّتقدير بقيمة .ال: ب
ّّّّّّ:ii 99%ّباستخدام فترة ثقة عند مستوى ثقة.ّ

زيعا وإذا كان عدد السيارات التي تبيعها وكالة من وكالات السيارات أسبوعيا يتبع ت .8

مل المبيعات شت، فإذا اخترنا عينة عشوائية ، بوسط حسابي وتباين مجهولينطبيعيا

 ، وكانت البيانات كما يلي:أسابيع خلال سنة معينة11ّّالأسبوعية لهذه الوكالة لمدة

2ّّ،1ّّ،1ّّ،3ّّ،4ّّ،1ّّ،1ّّ،3ّّ،2ّّ،3ّ
ّلكالوكالة خلال تقدّر الوسط الحسابي لعدد السيارات المباعة أسبوعيا من قبل هذه 

 السنة، وذلك باستخدام فترة ثقة،

ّّّّّّiّ:91ّ%ّعند مستوى ثقة.ّ
ّّّّّّiiّ:95ّ%ّعند مستوى ثقة.ّ

ّ
 

ّ  
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ّ
ّ
ّ
ّ

، هما التقدير أن مادة الإحصاء الاستدلالي تنقسم إلى نوعين ذكرنالقد 

، وقد عرضنا في الفصل السابق موضوع التقدير، وفي هذا الفصل ارات الفروضبواخت

 ارات الفروض الإحصائية.بموضوع اختّنعرضس

ّ(ّتعريفّالفروضّالإحصائية:6-1)
الفرضية الإحصائية هي عبارة عن تخمينات أو تعبيرات حول معلمة مجهولة 

من معالم المجتمع الإحصائي، وقد سميت بالفروض لأنها قد تكون صحيحة أو غير 

 صحيحة.

 رها.ابفروض الإحصائية وخطوات اختوسوف نتطرق فيما يلي إلى أنواع ال            

ّ:ّ(ّأنواعّالفروضّالإحصائية6-2)
، د نوعان من الفروض الإحصائية هما: فرض العدم والفرض البديليوج

 :تعريفهما كما يليّويمكن

ّ:.ّفرضّالعدم1
فرض العدم هو التخمين أو التعبير الذي يأمل الباحث الإحصائي أن يرفضه، 

ة ية قيمة يعتقد الباحث أنها ليست القيمة الحقيقوهو الفرض الذي يعطى للمعلم

، ومن هنا جاءت تسميته بفرض العدم، أي عدم ، ولذلك قام بإجراء الاختبارللمعلمة

لعدم هو وفرض ا، ة للمعلمةيتمثيل التعبير المذكور في هذا الفرض للقيمة الحقيق

تلاف، فإذا الفرض الذي يحتوى على إشارة المساواة فهو يدل عادة على عدم الاخ

  ، نةالمعلمة لقيمة معيكان الاختبار خاصا بمعلمة واحدة فيفترض الفرض مساواة هذه 

 الفصلّالسادس
 اختباراتّالفروض
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وإذا كان الفرض خاصا بمقارنة معلمتين في مجتمعين فيفترض فرض العدم تساوى 

 . 𝑯𝟎ين وهكذا ..... ويرمز لفرض العدم بالرمز متهاتين المعل

ّ.ّالفرضّالبديل:2
، ويرمز له رض العدمي يُقبل كبديل لفرض العدم عند رفض فهو الفرض الذ      

 . 𝑯𝟏بالرمز 

غير معروف ، ونريد أن نختبر أن  𝛍فإذا كان الوسط الحسابي لمجتمع معين 

لا ؟ فتكتب الفروض في  أم   𝝁𝟎قيمة هذا الوسط الحسابي تساوى قيمة معينة ولتكن 

 هذه الحالة كما يلي :

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 ≠ 𝝁𝟎 

ساوى يأقل من أو  𝛍وإذا كان فرض العدم يعتبر أن الوسط الحسابي المجهول 

 ففي هذه الحالة تكتب الفروض الإحصائية كما يلي : ،𝝁𝟎قيمة معينة 

𝑯𝟎: 𝝁 ≤ 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 > 𝝁𝟎 

 ي اة فقط أونستطيع في هذه الحالة أن نكتــب في فرض العدم إشارة المساو

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎 وي على إشــــارة أكبـــر من فقطوحيث أن الفـــرض البــــديل يحت، 

فرض العدم حتى إذا لم تذكر فنفهم ضمنيا أن إشارة أقل من، يجب أن تكون في 

 .صراحة

أكبر من أو  𝛍 أما إذا كان فرض العدم يعتبر أن الوسط الحسابي المجهول

 ، ففي هذه الحالة نكتب الفروض الإحصائية كما يلي :ساوى قيمة معينة ي

𝑯𝟎: 𝝁 ≥ 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 < 𝝁𝟎 
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 وفي هذه الحالة أيضا نستطيع أن نكتب في فرض العدم إشارة المساواة فقط، أي 

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎  وحيث أن الفرض البديل يحتوي على إشارة )أقل من( فقط فنفهم

ّ. من( يجب أن تكون في فرض العدم حتى إذا لم تذكر صراحةضمنيا أن إشارة )أكبر
رفض فرض العدم أو عدم رفضه على أساس قاعدة يضعها متخذو  عتمديو

القرارات استنادا على خبرتهم السابقة، وعلى أساس البيانات المتوفرة من العينة 

ّ.ّالمسحوبة
ا لا وعة، فإننفإذا كانت نتائج العينة تؤيد فرض العدم وفقا للقاعدة الموض

نرفض فرض العدم )نقبله( لعدم وجود دليل كاف لرفضه، وإذا كانت بيانات العينة لا 

 تؤيد فرض العدم وفقا للقاعدة الموضوعة فإننا نستطيع أن نرفض فرض العدم.

نعتمد على ما يسمى بإحصاءة  𝑯𝟎القرار برفض أو قبول فرض العدم  ولاتخاذ      

 ما يلي :الاختبار حيث تعرف ك

ّ(ّتعريفّإحصاءةّالاختبار:6-3)
هي متغير عشوائي يجب أن يكون توزيعه الاحتمالي معلوما عندما يكون فرض      

صحيحا، ونحسب قيمتها من بيانات العينة، وتستخدم قيمة إحصاءة  𝑯𝟎العدم  

سة االاختبار المحسوبة من بيانات العينة العشوائية المسحوبة من المجتمع محل الدر

والتي يطلق عليها القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار لاتخاذ القرار برفض أو قبول 

 . 𝐇𝟎فرض العدم 

ويتم تقسيم كل القيم التي يمكن أن تأخذها إحصاءة الاختبار، لمجموعتين غير     

ين، أحدهما للنتائج التي إذا ظهرت نقبل فرض العدم وتسمى منطقة القبول، تمتداخل

رى للنتائج التي إذا ظهرت نرفض فرض العدم وتسمى منطقة الرفض. أي أن والأخ

 يقسم توزيع المعاينة لإحصاءة الاختبار إلى منطقتين:
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 هي المنطقة التي تحتوى على قيم إحصاءة الاختبار التي تؤدى إلى   منطقة القبول:  .1

 . 𝐇𝟎قبول فرض العدم                                   

 هي المنطقة التي تحتوى على قيم إحصاءة الاختبار التي تؤدى  منطقة الرفض: .2

 . 𝐇𝟎إلى رفض فرض العدم                                  

 بالقيمة الحرجة.والقيمة التي تفصل بين هاتين المنطقتين تسمى 

اءة الاختبار صيكون القرار رفض فرض العدم إذا كانت القيمة المشاهدة لإح         

 حصاءةلإ، وقبول فرض العدم إذا وقعت القيمة المشاهدة تقع في منطقة الرفض

 الاختبار في منطقة القبول.

ّ(ّأنواعّالأخطاء:6-4)
حيث أن اتخاذ القرار يعتمد على القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار، أي على        

ه العينة لا تمثل المجتمع الذي القيمة المحسوبة من العينة المختارة، وقد تكون هذ

 سحبت منه تمثيلا صحيحاً، مما يؤدى إلى وقوع متخذ القرار في خطأ من اثنين:

ّ.ّخطأّمنّالنوعّالأول:1
 

، ولكن بيانات ، في الحقيقة صحيحايحدث هذا الخطأ إذا كان فرض العدم

ع أنه في م العينة تظهر أنه غير صحيح، أي أن نتائج العينة تؤدى إلى رفض فرض العدم

الواقع صحيح. ويرمز لاحتمال وقوع خطأ من النوع الأول، أي لاحتمال رفض فرض 

 أي أن: مستوى المعنوية،ويطلق عليه 𝛂 العدم مع أنه في الواقع صحيح بالرمز 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

 Pّّ=𝛂(ّلأولارتكاب خطأ من النوع ا)

 =Pّ(ّفرض العدم صحيح / رفض فرض العدم)
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ّ.ّخطأّمنّالنوعّالثاني:2
العدم مع أنه في الواقع غير صحيح، أي فرض يحدث هذا الخطأ نتيجة لقبول 

 ،لعدم في الحقيقة غير صحيحيانات العينة تؤيد فرض العدم مع أن فرض اأن ب

، أي احتمال قبول فرض العدم مع حتمال وقوع خطأ من النوع الثانياويـــــرمز إلى 

 أي أن : 𝛃 مزأن فرض العدم في الواقع خطأ بالر

 

 

 

 

 :يـــدول التالـــرار في الجــــذ القـــها متخرض لــويمكن تلخيص الحالات التي يتع

ّ(1-6جدولّ)

ّالقرار
𝐻0 

𝐻0  صحيح 𝐻0  غير صحيح 
 خطأ من النوع الثاني مــــــقرار سلي 𝐻0قبول 
 قرار سليم خطأ من النوع الأول 𝐻0رفض 

ّ
والاختيار بين هذه القيم 1.11ّأو1.15ّّأو 1.11ّّبالقيمة 𝛂وعادة تحدد قيمة 

لشخصي لمتخذ القرار ومدى خبرته، وبالطبع كلما زادت يعتمد على الاعتقاد ا

 المستعملة . 𝛂خطورة رفض فرض العدم كلما قلت قيمة 

أي احتمال  العدم مع صحته، ونعلم أنفرض تمثل احتمال رفض  𝛂وحيث أن 

نستطيع تحديد  𝛂تمثل مساحة منطقة الرفض، فبمعرفة  ∝هو مساحة، وبالتالي فإن 

ّل الذي يمثل توزيع المعاينة لإحصاءة الاختبار عندما يكونمنطقة الرفض على الشك

 Pّّ=𝛃ّ)ارتكاب خطأ من النوع الثاني(
 =Pّّ)فرض العدم خطأ / رفض فرض العدم(
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𝑯𝟎  صحيحا، وحيث أن المساحة الكلية تحت منحنى دالة كثافة الاحتمال تساوى

الواحد الصحيح فنستطيع تحديد منطقة القبول ، وتكون هي المنطقة تحت المنحنى 

قة الرفض سنتعرض . وعند تحديد منط(𝛂-1)ّلمنطقة الرفض ومساحتها المـــكملة

 إلى الحالات الثلاثة التالية:

 تكون منطقة الرفض موزعة على طرفي التوزيع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار إذا .1ّ

 كما يلي: الإحصائيةكانت الفروض        

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 ≠ 𝝁𝟎 

 اختبار ذو طرفين.   ويسمى الاختبار في هذه الحالة

 نطقة الرفض كلها في الطرف الأيمن للتوزيع الاحتمالي لإحصاءة الاختبار تكون م.2ّ

 إذا كانت الفروض الإحصائية كما يلي:       

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 > 𝝁𝟎 

 اختبار ذو طرف واحد أيمن.   ويسمى الاختبار في هذه الحالة

 تبار الاحتمالي لإحصاءة الاختكون منطقة الرفض كلها في الطرف الأيسر للتوزيع .3ّ

 :ا كانت الفروض الإحصائية كما يليإذ       

𝑯𝟎: 𝝁 = 𝝁𝟎 
𝑯𝟏: 𝝁 < 𝝁𝟎 

 اختبار ذو طرف واحد أيسر.   ويسمى الاختبار في هذه الحالة

وبعد تحديد منطقة الرفض ومنطقة القبول على الشكل الذي يمثل التوزيع 

ار، نحسب القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار، وهي الاحتمالي لإحصاءة الاختب

قيمة إحصاءة الاختبار المحسوبة من واقع بيانات العينة، فإذا وقعـــــــت القيمة 

، وإذا وقعت 𝐇𝟎لإحصاءة الاختبار في منطقة القبول نقبل فرض العدم  المشاهدة

 𝐇𝟎العدم  القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار في منطقة الرفض نرفض فرض
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، فيجب ذكر مستوى المعنوية عند اتخاذ القرار ، وذلك 𝛂مستوى معنوية ّباستخدام

 لأن القرار قد يختلف باختلاف مستوى المعنوية المستخدم .

 ارات الفروض الإحصائية فيما يلي:بويمكن تلخيص خطوات اخت

ّ(ّخطواتّاختباراتّالفروضّالإحصائية:6-5)
 ل.ــــــــــــــــرض البديـــدم والفـــــرض العــة فـــصياغ .1

 )مساحة منطقة الرفض( . 𝛂تحديد مستوى المعنوية  .2

بالقيمة  راختيار إحصاءة الاختبار المناسبة وهي الإحصاءة التي تعتمد على أفضل مقدِّ  .3

للمعلمة المجهولة التي نجرى الاختبار بخصوصها ويجب معرفة التوزيع الاحتمالي 

، وذلك لتحديد منطقة الرفض ومنطقة صحيحا 𝐇𝟎ما يكون لهذه الإحصاءة عند

 القبول .

حساب القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار، أي حساب قيمة إحصاءة الاختبار من  .4

واقع البيانات المشاهدة التي نحصل عليها من العينة وذلك مع افتراض صحة فرض 

 العدم.

 :تاليين، ويكون أحد القرارين الاتخاذ القرار المناسب .5

 لإحصاءة الاختبار في إذا وقعت القيمة المشاهدة  𝐇𝟎نرفض فرض العدم      .أ

 .منطقة الرفض    

 حصاءة الاختبار في منطقة إذا وقعت القيمة المشاهدة لإ 𝑯𝟎نقبل فرض العدم  .ب

 .القبول    
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ّ:𝛍عّـــــــــــــــ(ّاختباراتّللوسطّالحسابيّللمجتم6-6)
ّ:معلوما𝝈𝟐ّيكونّتباينّالمجتمعّّ(ّعندما6-6-1)

هو  𝛍نعلم أن أفضل مقدّر بالقيمة للوسط الحسابي للمجتمع المجهول  

توزيع طبيعي  𝐗، وأن توزيع المعاينة للوسط الحسابي للعينة 𝐗الوسط الحسابي للعينة 

نة للوسط ي، وأن توزيع المعامنه العينة يتوزع توزيعا طبيعيا إذا كان المجتمع المسحوبة

، (n>31)ّالحسابي للعينة قريبا من التوزيع الطبيعي إذ كان حجم العينة أكبر من ثلاثين

وذلك بغض النظر عن توزيع المجتمع المسحوبة منه العينة )وفقا لنظرية النهاية 

المركزية( . وحيث أننا عند التعامل مع أي متغير طبيعي يجب تحويله إلى صيغته 

صاءة الاختبار المناسبة لإجراء اختبار الوسط الحسابي للمجتمع المعيارية، فتكون إح

 حيث  Z   معلوما ، هي المتغير العشوائي الطبيعي المعياري 𝝈𝟐عندما يكون 

Z= 
𝐗−𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
ّ

فيعنى ذلك أن مساحة منطقة الرفض  𝛂وعند استخدام مستوى معنوية يساوى 

وسنتعرض لإحدى الحالات  𝛂عياري تساوى تحت منحنى التوزيع الطبيعي الم

ّالثلاثة التالية:
مقسومة إلى منطقتين  𝛂إذا كان الاختبار ذا طرفين فستكون مساحة منطقة الرفض .1ّ

 )التوزيع الطبيعيمنطقة في الطرف الأيمن لتوزيع المعاينة لإحصاءة الاختبار 

ون يع ، وبالتالي ستكومنطقة أخرى مساوية لها في الطرف الأيسر للتوز المعياري(

𝜶ّمساحة كل منطقة تساوى
وتكون المساحة بين هاتين المنطقتين هي منطقة ّ⁄𝟐

القبول . ونحدد القيم الحرجة التي تفصل منطقة القبول عن منطقتي الرفض من 

الجدولية التي على  Z   فتكون القيمة الحرجة التي على اليمين هي قيمةّ)1.م(جدول 

𝜶ّايمينها مساحة قدره
𝒁𝛂ّونرمز لهاّ⁄𝟐

𝟐⁄
وتكون القيمة الحرجة التي على اليسار ّ
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𝜶ّهي القيمة الجدولية التي على يسارها مساحة قدرها
، وبما أن المنحنى الطبيعي ⁄𝟐

المعياري متماثل فستكون هي نفسها القيمة الحرجة التي على اليمين مع اختلاف 

𝒁𝛂ّالإشارة، وبالتالي نرمز لها بالرمز
𝟐⁄

-ّ ّالشكل يوضح  منطقتي الرفض ّ(6-1)،

إذا كانت القيمة المشاهدة لإحصاءة  𝐇𝟎القبول في هذه الحالة ونرفض فرض العدم 

ّالاختبار تقع في منطقة الرفض، أي إذا كانت القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار
من القيمة الجدولية  أكبر من القيمة الجدولية الموجبة أو أقل(𝐙ّّالمحسوبةّالقيمة)

 السالبة، أي:

 أو 

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(ّاختبارّذوّطرفين1-6شكلّ)
أما إذا كان الاختبار ذو طرف أيمن، فستكون منطقة الرفض كلها ناحية اليمين . 2

، وتكون القيمة الحرجة التي تفصل بين منطقة الرفض 𝛂ومساحتها تساوى 

، ويرمز لها 𝛂دولية التي على يمينها مساحة قدرها ومنطقة القبول هي القيمة الج

إذا كانت القيمة  𝑯𝟎يوضح ذلك، ونرفض فرض العدم ّ(2-6)ّوشكلّ،𝒁𝛂ّبالرمز

 المشاهدة لإحصاءة الاختبار أكبر من القيمة الجدولية، أي:

  

∝

2
 

 ضمنطقة الرف

 (1الحالة )

−𝑧∝ 2                                 0                                                      

∝

2
 

 القبولمنطقة             

 منطقة الرفض   
z 

𝑧 ≤ −𝑧∝
2⁄   
 

𝑧 ≥ 𝑧∝
2⁄   

 

       𝑧∝ 2          
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𝒁 ≥ 𝒁∝ 
ّ
ّ

ّ
ّ

ّ

ّ(ّاختبارّذوّطرفّأيمن2-6شكلّ)
ّ

3ّ الاختبار ذو طرف أيسر، فستكون منطقة الرفض كلها ناحية اليسار أما إذا كان .

، وتكون القيمة الحرجة التي تفصل بين منطقة الرفض ومنطقة 𝛂ومساحتها تساوى 

ّ-∝𝒁ّ، ويرمز لها بالرمز𝛂القبول هي القيمة الجدولية التي على يسارها مساحة قدرها 

إذا كانت: القيمة المشاهدة  𝑯𝟎يوضح ذلك ، ونرفض فرض العدم (3ّ-6)ّوشكل

 لإحصاءة الاختبار أقل من القيمة الجدولية أي أن:

𝒁 ≤ −𝒁𝛂 
ّ
ّ
ّ
ّ

ّاختبارّذوّطرفّأيسر
ّ(3-6شكلّ)

ّ  

  0     

∝ 

 القبول             منطقة

 (.حالة )
       0          𝒛∝  

 −𝒛∝
      

 (3الحالة )
 منطقة الرفض

∝ 

𝒛 

 القبولمنطقة           

 منطقة الرفض

𝒛 
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ّ
عى مدير مصنع لصناعة الأنابيب إن صناعة هذه الأنابيب في مصنعه دقيقة يدِّ 

ّسم 61ّل كل الأنابيب المنتجةجدا ومطابقة للمواصفات وأن الوسط الحسابي لأطوا
وللتأكد من صحة قوله سحبت عينه عشوائية من الإنتاج الكلى للمصنع ،2.25ّّبتباين

وال سم، فإذا كانت أط58.8ّّ، فكان الوسط الحسابي لأطوالهاأنبوبا16ًّّعلىتحتوي 

 ، فاختبر صحة ادعاء مدير المصنع باستخدام مستوىالأنابيب تتبع توزيعا طبيعيا

ّ.1.15ّّةمعنوي
ّالحلّ:

الأنابيب المنتجة في هذا  المجتمع في هذه الدراسة يتكون من أطوال كل

أن إدعاء المدير صحيح 𝐇𝟎ّّ، وعند وضع الفروض، سيفترض الفرضالمصنع

والإنتاج في المصنع مطابق للمواصفات، أي أن الوسط الحسابي لأطوال كل الأنابيب 

أما الفرض البديل فسيفترض الحالة البديلة  سم،61ّّيساوى𝛍ّّالمنتجة في المصنع

وهي أن الادعاء غير صحيح ، أي أن الإنتاج في المصنع غير مطابق للمواصفات، فقد 

61ّّأقل أو أكبر من 𝛍يكون الوسط الحسابي لأطوال كل الأنابيب المنتجة في المصنع 
 هذه الفروض كما يلي :ّسم وتكتب

𝑯𝟎: 𝛍 = 𝟔𝟎 
𝑯𝟏: 𝛍 ≠ 𝟔𝟎 

2.25ّّ)ّبما أن المجتمع يتوزع توزيعا طبيعيا، وتباينه معلومو =𝝈𝟐،)  إذن

 إحصاءة الاختبار المناسبة لهذه الحالة هي الإحصاءة التالية :

𝐙 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
 

 .هذه الإحصاءة توزيع طبيعي معياريوتوزيع المعاينة ل

 ( :1-6مثال )
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ّ(1)م.ّفمن جدول 𝛂ّ=1.15ّوحيث أن الاختبار ذو طرفين ومستوى المعنوية 
ّ:نستطيع الحصول على القيمة الحرجة للطرف الأيمن وهي

𝐙𝛂
𝟐

⁄
= 𝐙𝟎.𝟎𝟐𝟓 = 𝟏. ّوبالتالي تكون القيمة الحرجة للطرف الأيسر تساوى ،𝟗𝟔ّ

والمساحة بين هاتين القيمتين تمثل منطقة القبول ، أما المساحة على الطرفين ّ-1.96ّ

ّ(ّ.4-6)ّك كما هو واضح في الشكلفتمثل منطقة الرفض ، وذل

ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(4-6شكلّ)
وبعد تحديد منطقة القبول والرفض نقوم بحساب القيمة المشاهدة لإحصاءة 

ض فيها ببيانات العينةند أن الاختبار وهي قيمة الاحصاءة بع مة ، فنجد أن القيعوِّ

 :المشاهدة لإحصاءة الاختبار هي

𝒁 =
𝐗 − 𝛍

√
𝛔𝟐

𝐧

=
𝟓𝟖. 𝟖 − 𝟔𝟎

√
𝟐.𝟐𝟓

𝟏𝟔

= −
𝟏. 𝟐

𝟎. 𝟑𝟕𝟓
= −𝟑. 𝟐 

ار تقع في منطقة الرفض، إذن نرفض بوبما أن القيمة المشاهدة لإحصاءة الاخت

𝑯𝟎 ويعنى ذلك أن إدعاء مدير المصنع غير صحيح ، أي إن 1.15ّّبمستوى معنوية

سم. وبالطبع 61ّّجة في المصنع لا يساوىالوسط الحسابي لأطوال كل الأنابيب المنت

، لأننا اعتمدنا بل نتوقع ارتكاب خطأ ،%111ّهذا القرار الذي اتخذناه ليس صحيحا

 ،نة لا تمثل المجتمع تمثيلا سليمافي قرارنا على بيانات عينة وقد تكون هذه العي

   𝟎   

𝟎. 𝟎𝟐𝟓 

 منطقة  رفض منطقة رفض

 منطقة قبول

𝟎. 𝟎𝟐𝟓 

𝟏. 𝟗𝟔    −𝟏. 𝟗𝟔    𝐙 
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وقوع احتمال )1.15ّ=ّّواحتمال أن يكون هذا القرار خاطئ يساوى مستوى المعنوية

 .خطأ من النوع الأول(

 
تبع ت مدرسة ثانوية ماإذا علمت من دراسة إحصائية سابقة أن أطوال كل طلبة 

وفي السنوات الأخيرة يعتقد أن  ،9ّقدرهّوتباينّسم165ّّتوزيعا طبيعيا بوسط حسابي

، ولذلك اختيرت عينة عشوائية قد زاد المدرسةطوال كل طلبة هذه الوسط الحسابي لأ

ّ، ووجد أن الوسط الحسابي لهذه العينة يساوىالمدرسةطالبا من طلبة هذه 16ّّتشمل
ّ.ّ= 0401ّ𝛂ّ، وذلك باستخدام مستوى معنوية، فأختبر هذا الاعتقادسم165.75ّ

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ
 : نكتب فروض هذا الاختبار كما يلي

𝑯𝟎: 𝛍 = 𝟏𝟔𝟓 
𝑯𝟏: 𝛍 > 𝟏𝟔𝟓 

وزيعا طبيعيا وتباين المجتمع معلوم فإن إحصاءة الاختبار وبما أن الأطوال تتوزع ت

 المناسبة هي:

𝒁 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
 

وتوزيع المعاينة لهذه الإحصاءة توزيع طبيعي معياري. وحيث أن الاختبار ذو 

1ّ)م.ّجدولّفمن 1.15ّ𝛂ّطرف أيمن ومستوى المعنوية نستطيع الحصول على (

𝒁𝒂ّالقيمة الحرجة = 𝐙𝟎.𝟎𝟓 = 𝟏. ، وتكون المساحة على يمين هذه القيمة تمثل 𝟔𝟒

منطقة الرفض والمساحة على يسارها تمثل منطقة القبول، وذلك كما هو واضح في 

ّ(ّ.5-6)ّالشكل

ّ
ّ

 ( :2-6مثال )
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ّ
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(5-6شكلّ)
 ثم نحسب القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار حيث:

𝒁 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
=

𝟏𝟔𝟓. 𝟕𝟓 − 𝟏𝟔𝟓

√𝟗/𝟏𝟔
=

(𝟎. 𝟕𝟓)(𝟒)

𝟑
= 𝟏. 𝟎 

(،1.64ّّ<1.1)ّوبما أن القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار تقع في منطقة القبول     
. أي أن الوسط 1.15ّيساوى 𝛂بمستوى معنوية  𝐇𝟎إذن سيكون قرارنا هو قبول 

 .لم يزد المدرسة الثانويةوال كل طلبة الحسابي لأط

ّّ
ّلبأن الوسط الحسابي لأوزان ك ة لإنتاج الدقيق المعبأ في أكياس،عى شركتدّ 

على الرقابة يشكُون  نلي، ولكن المسؤ4ّبتباين،ّجرام99ّّالأكياس المنتجة يساوى

جرام، 99ّّفي ذلك ويعتقدون أن الوسط الحسابي لوزن الأكياس المنتجة أقل من

كيس، وكان الوسط 111ّّية تحتوىولذلك اختاروا من إنتاج هذه الشركة عينة عشوائ

جرام، فهل تؤيد هذه العينة ادعاء الشركة؟ اختبر ذلك  98ّالحسابي لهذه العينة

ّ.0.12ّباستخدام مستوى معنوية
ّ
ّالحل:ّّّّّّّّّ

 تكتب فروض هذا الاختبار كما يلي:

𝑯𝟎: 𝛍 = 𝟗𝟗 
𝑯𝟏: 𝛍 < 𝟗𝟗 

 ( :3-6مثال )

   

0.05 

 OHمنطقة رفض  

 OHمنطقة قبول  

 

     0         
      𝟏. 𝟔𝟒     Z 
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 :فإن إحصاءة الاختبار المناسبة هيوبما أن حجم العينة كبير وتباين المجتمع معلوم 

𝒁 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
 

 وتوزيع المعاينة لهذه الإحصاءة توزيع طبيعي معياري.

ّفمن جدول  𝛂ّ=0.12ّّوحيث أن الاختبار ذو طرف أيسر ومستوى المعنوية
1ّ)م. 𝒁𝛂ّنستطيع الحصول على القيمة الحرجة( = − 𝐙𝟎.𝟎𝟐 = −𝟐. وتكون  ،-𝟎𝟓

ساحة على يسار هذه القيمة تمثل منطقة الرفض والمساحة على يمينها تمثل منطقة الم

ّ.(6ّ-6)ّوذلك كما هو واضح في الشكلّالقبول
ّ
ّ
ّ
ّ

ّ(6-6شكلّ)

 ثم نحسب القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار حيث :

𝒁 =
𝐗 − 𝛍

√𝛔𝟐/𝐧
=

𝟗𝟖 − 𝟗𝟗

√𝟒/𝟏𝟎𝟎
=

−𝟏. 𝟎
𝟐

𝟏𝟎

= −𝟓. 𝟎 

 وبما أن القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار تقع في منطقة الرفض لأن

(5.0(−𝟐. 𝟎𝟓 > 𝛂  ّبمستوى معنوية 𝑯𝟎، إذن فسيكون قرارنا هو رفض − = 𝟎. 𝟎𝟐  

ّذلك أن الوسط الحسابي لوزن أكياس الدقيق المنتجة من هذه الشركة أقل من ويعني
 الشركة غير صحيح . دعاءإ أنأي ،99ّ

 

 مجهولا: 𝝈𝟐عندما يكون تباين المجتمع  𝛍اختبارات للوسط الحسابي للمجتمع (6-6-2ّ)

ر له وهو تباين العينة  𝝈𝟐إذا كان تباين المجتمع   :ّحيث𝑺𝟐ّمجهولا فنقدره بأفضل مقدِّ

∝= .02 

              −2.05                           0                                        𝑧 
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𝐒𝟐 =
∑(𝑿 − 𝑿)𝟐

𝐧 − 𝟏
 

 حيث : T هي المتغير العشوائي وتكون إحصاءة الاختبار المناسبة في هذه الحالة

𝑻 =
𝑿 − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
 

. وبالطبع في هذه الحالة نحصل على (V=n-1)ّبدرجات حريةtّّويتبع توزيع

ّ(ّ.2)م.ّ، جدول tّ القيم الحرجة من جدول توزيع

ّ
ّفي دراسة إحصائية سابقة وجد أن الوسط الحسابي للإنتاج السنوي للعامل في

جادة ، فإذا اتبع أسلوب جديد للإنتاج في هذا المصنع ، واخترنا س14ّّمصنع للسجاد

ّعاملين وكان إنتاجهم السنوي كما يلي :9ّّعينة عشوائية تحتوى على
11ّّ،16ّّ،14ّّ،11ّّ،15ّّ،19ّّ،17ّّ،23ّّ،18ّ

ّبافتراض أن الإنتاج في المصنع يتبع توزيعا طبيعيا ، أختبر ما إذا كانت الطريقة
سنوي لكل العاملين في هذا زيادة الوسط الحسابي للإنتاج ال الجديدة أدت إلى

𝜶ّّ، وذلك باستخدام مستوى معنويةالمصنع = 𝟎. 𝟎𝟓.ّ
ّ

ّالحلّ:ّّّّّّّّّ
 الفروض الإحصائية لهذا الاختبار كما يلي :

𝑯𝟎: 𝛍 = 𝟏𝟒 
𝑯𝟏: 𝛍 > 𝟏𝟒 

حصاءة إ بما أن المجتمع يتوزع توزيعا طبيعياً وتباين المجتمع مجهولا فإن

 :ختبار المناسبة في هذه الحالة هيالا

𝑻 =
𝑿 − 𝝁

√𝑺𝟐/𝒏
 

ّ.(V=n-1=9-1=8)ّبدرجات حرية t  وتوزيعها الاحتمالي هو توزيع

 (ّ:4-6مثالّ)
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∝  =   0.05 

 القبولمنطقة             

                                1.86                 𝒕 

 منطقة الرفض

𝜶ّوحيث أن الاختبار ذو طرف أيمن ومستوى المعنوية = ّفمن جدول 0.05
𝐭𝛂(𝒗)ّنحصل على القيمة الحرجةّ(2)م. = 𝒕𝟎.𝟎𝟓(𝟖) = 𝟏. ، وتكون المساحة 𝟖𝟔ّ

ول على يسارها تمثل منطقة القب على يمين هذه القيمة تمثل منطقة الرفض والمساحة

ّ.(7-6)ّوذلك كما هو واضح في الشكل
، يجب أولا حساب الوسط لقيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبارولكي نحسب ا

 وذلك كما يلي : 𝑺𝟐وتباين العينة  𝑿ّ̅للعينةّالحسابي

𝑿̅ =
ΣX

𝐧
=

𝟏𝟏 + 𝟏𝟔 + 𝟏𝟒 + ⋯+ 𝟏𝟖

𝟗
= 𝟏𝟔 

𝑺𝟐 =
∑(𝐗 − 𝑿)𝟐

𝐧 − 𝟏
 

=
(𝟏𝟏 − 𝟏𝟔)𝟐 + (𝟏𝟔 − 𝟏𝟔)𝟐 + ⋯+ (𝟏𝟖 − 𝟏𝟔)𝟐

𝟗 − 𝟏
=

𝟏𝟏𝟖

𝟖
= 𝟏𝟒. 𝟕𝟓 

 إذن :

𝐭 =
𝑿̅  − 𝛍

√𝑺𝟐/𝐧
=

𝟏𝟔 − 𝟏𝟒

√𝟏𝟒. 𝟕𝟓/𝟗
=

𝟐

𝟏. 𝟐𝟖
= 𝟏. 𝟓𝟔 

ّل لأنوــع في منطقة القبــار تقـــاءة الاختبـــدة لإحصــــة المشاهـــالقيم ا أنـــوبم         
(𝟏. 𝟖𝟔 > 𝟏. 𝛂 بمستوى معنوية 𝑯𝟎، إذن يكون قرارنا هو قبول (𝟓𝟔 = ، ويعنى  0.05

ذلك أن الوسط الحسابي للإنتاج السنوي للعامل لم يزد، أي أن الطريقة الجديدة لم 

 سابي للإنتاج السنوي للعامل .إلى زيادة الوسط الح ىتؤد

 

 

 

  

ّ(7-6شكلّ)
ّ

0 
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ّّ
عائلة اختيرت من مدينة ما، وكان الوسط الحسابي 16ّّعينة عشوائية تشمل

، فإذا علمت أن دخول 911ّدينار ، وتباينها يساوى215ّّلدخول هذه العائلات يساوى

، أختبر لعينةام بيانات هذه اا ، فباستخدكل العائلات في هذه المدينة تتبع توزيعا طبيعي

،ّدينار211ّّما إذا كان الوسط الحسابي لدخول كل العائلات في هذه المدينة أقل من
ّّ.1.11ّّوذلك عند مستوى معنوية يساوى

ّ:الحلّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ
 :فروض الاختبار المطلوب كما يلي

𝑯𝟎: 𝛍 = 𝟐𝟏𝟎 
𝑯𝟏: 𝛍 < 𝟐𝟏𝟎 

صاءة ، فإن إحيعا طبيعيا وتباين المجتمع مجهولبما أن المجتمع يتوزع توز

 :ختبار المناسبة في هذه الحالة هيالا

𝑻 =
𝐗 − 𝛍

√𝑺𝟐/𝐧
 

ّ.(V=n-1=16 - 1=15ّّ)ّبدرجات حرية t  وتوزيعها الاحتمالي هو توزيع
𝜶   وحيث أن الاختبار ذو طرف أيسر ومستوى المعنوية = ّفمن𝟎.𝟏𝟎ّ

ّ:وهيّ،1.11ّالتي على يمينها مساحة قدرها t   نحصل على قيمةّ(2)م.ّجدول
𝐭𝛂(𝒗) = 𝒕𝟎.𝟏𝟎(𝟏𝟓) = 𝟏. 𝟑𝟒𝟏ّ التي  t   والقيمة الحرجة في هذا المثال هي قيمة،

ّ، إذن القيمة الحرجة تساويمتماثل tوبما أن منحنى  ،1.11ّعلى يسارها مساحة قدرها
ة على يسار هذه القيمة تمثل منطقة الرفض والمساحة على وتكون المساحّ-1.341

ّ.(8-6)ّكما هو واضح في الشكلوذلك يمينها تمثل منطقة القبول ، 
ّ
ّ

 : (5-6مثال )
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ّ
 

 

 

ّ(8-6شكلّ)
ّ

 ثم نحسب القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار حيث:

𝐭 =
𝐗̅ − 𝛍

√
𝑺𝟐

𝐧

=
𝟐𝟎𝟓 − 𝟐𝟏𝟎

√
𝟗𝟎𝟎

𝟏𝟔

=
(−𝟓)(𝟒)

𝟑𝟎
= − 𝟎. 𝟔𝟕 

ّوبما أن القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار تقع في منطقة القبول، إذن يكون
، ويعنى ذلك أن الوسط 1.11ّيساوى𝛂ّّعند مستوى معنوية𝑯𝟎ّّقبولهو ّقرارنا

أي أن الوسط الحسابي لدخول كل   دينار211ّّالحسابي لهذا المجتمع ليس أقل من

ّ.ّدينار211ّّهذه المدينة ليس أقل من العائلات القاطنة في
ّ

ّ  

        −1.341                                0                                           

∝=. 𝟏𝟎 
 القبول    منطقة              منطقة الرفض

𝒕 
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الفروض الإحصائية هي الفرع الثاني من فرعي الإحصاء الاستدلالي وهي تخمينات 

 حول قيمة معلمة مجهولة ، وهذه التخمينات نعبَّر عنها في شكل فرضين هما :

 وهو التخمين الذي يأمل الباحث أن يرفضه . 𝐇𝟎ّفرض العدم (1

 . 𝑯𝟎عند رفض  𝑯𝟎وهو الذي يقبل كبديل لـ  𝑯𝟏الفرض البديل  (2

أو قبوله على أساس قاعدة يضعها متخذ القرار وعلى  𝑯𝟎ويعتمد رفض 

بيانات العينة التي نحسب منها القيمة المشاهدة لإحصاءة الاختبار ، وبما أن اتخاذ 

ع تمثيلا نة لا تمثل المجتمالقرار يعتمد على القيمة المحسوبة من العينة وقد تكون العي

ثنين هما خطأ من النوع الأول ويحدث عندما اسليما مما يؤدى إلى وقوع خطأ من 

في الواقع صحيح ونرمز لاحتماله بالرمز  𝑯𝟎مع أن  𝑯𝟎تؤدى نتائج العينة إلى رفض 

𝛂ّ وخطا من النوع الثاني ويحدث عندما تؤدى بيانات العينة إلى قبول ،𝑯𝟎  مع أن𝑯𝟎 

. وإحصاءة الاختبار الخاصة باختبار الوسط  𝛃في الواقع خطأ ونرمز لاحتماله بالرمز 

الحسابي للمجتمع ، عندما يتوزع المجتمع توزيعا طبيعيا ، بتباين معلوم ، أو يكون 

𝒁ّكبيرا هي :ّالعينةّحجم =
𝑿̅−𝝁

√𝝈𝟐

𝒏

يتوزع وتتبع توزيع طبيعي معياري ، وعندما ّ

𝑻ّّالمجتمع توزيعا طبيعيا ، بتباين مجهول ، فإحصاءة الاختبار هي : =
𝑿̅−𝝁

√𝑺𝟐

𝒏

ّوتتبعّ

ّّ(ّ.n-1)ّحريةّبدرجاتtّّتوزيع
ّ  

 السادسملخص الفصل 
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ّ

6

ّ
 عرف فرض العدم والفرض البديل. .1

 تكلم عن الأخطاء التي من الممكن أن يقع فيها الباحث عند اتخاذ القرار . .2

 ار.ــــــــــــــــــــالاختب عرف إحصاءة .3

، وذلك 36ّمن مجتمع يتبع التوزيع الطبيعي تباينه9ّّسحبت عينة عشوائية حجمها .4

:𝑯𝟎                  لاختبار الفرضية التالية: 𝛍 = 𝟐𝟓 

    𝑯𝟏: 𝝁 ≠ 𝟐𝟓 
 إذا علمت،  𝛂 =1.11ّّما هو القرار السليم الذي يجب اتخاذه عند مستوى المعنوية

ّ؟24ّأن الوسط الحسابي للعينة هو
𝝁إذا كان وزن إنتاج شجيرات الطماطم في إحدى المزارع له وسط حسابي .5 = 𝟏𝟐ّ

، فإذا استخدم نوع جديد من السماد واختيرت عينة عشوائية 4ّ، وتباينكيلو جرام

كيلو جرام، فهل 13.5ّّ، فوجد أن الوسط الحسابي لإنتاجهاةشجير36ّّتحتوى على

بر أخت ؟اتد من السماد أدى إلى زيادة الوسط الحسابي لإنتاج الشجيرالنوع الجدي

 . 𝛂 =1.15ّّذلك باستخدام مستوى معنوية

إذا علمت أن الوقت الذي ينتظره الزبون في أحد المصارف يتبع توزيعا طبيعيا بوسط  .6

، واتبع المصرف نظاما دقائق8ّّ، وانحراف معياري يساوىدقيقة25ّّحسابي يساوى

ّ، وبعد اتباع هذا النظام اخترنا عينة عشوائية تشمليدا لتقليل وقت الانتظارللعمل جد
ّ، فكان الوسط الحسابي للوقت الذي ينتظره هؤلاء الأشخاص يساوىشخص111ّ
ّ، فأختبر فاعليه نظام العمل الجديد وذلك باستخدام مستوى معنويةدقيقة22ّ

1.15ّ= 𝛂 . 
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ّوزيعا طبيعيا، فإذا علمت أن حجم العينةعينة عشوائية مسحوبة من مجتمع يتوزع ت .7
فأختبر ما إذا كان الوسط الحسابي للمجتمع ،4ّّوتباينها118ّّووسطها الحسابي،25ّ

  𝛂 =1.11ّّ، وذلك باستخدام مستوى معنوية121ّالمسحوبة منه هذه العينة أقل من

سابي حإذا علمت أن قيمة المبيعات اليومية لمحل تجاري تتبع توزيعا طبيعيا بوسط  .8

دينار في اليوم، ثم أتبع هذا المحل سياسة إعلانية جديدة، وبعد إتباعها 611ّّيساوى

يعتقد أن الوسط الحسابي لقيمة مبيعاته اليومية قد زاد، ولاختبار ذلك اختيرت عينة 

أيام، وكان الوسط الحسابي لقيمة مبيعات هذه العينة 9ّّعشوائية تشمل قيمة مبيعات

دينارا، فهل كانت للسياسة 31ّّبانحراف معياري يساوىدينارا، 651ّّيساوى

 . 𝛂 =1.15ّّالإعلانية الجديدة فاعلية؟ أختبر ذلك باستخدام مستوى معنوية
يدعي مدير مصنع لإنتاج نوع معين من المسامير، بأن الوسط الحسابي لطول هذا  .9

2ّّاويسالنوع من المسامير الذي ينتجه مصنعه يتبع توزيعا طبيعيا بوسط حسابي ي
مسامير وكانت 4ّّسم، ولاختبار دقة إنتاج هذا المصنع اختيرت عينة عشوائية تشمل

 أطوالها كما يلي:

1.99ّّّّّ،1.97ّّّّ،1.98ّّّّّ،2.12ّ
ّيساوى𝜶ّباستخدام بيانات هذه العينة أختبر ادعاء المدير وذلك عند مستوى معنوية و

1.12ّ.ّ
ّ  
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ّ
ّ

 

 

 

 المساحات تحت المنحنى الطبيعي المعياري. (1)م.دول ج

 .tّالقيم الحرجة لتوزيع (2)م.ّجدول
ّ  

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

184 
 

ّ(1جدولّ)م.
ّالمساحاتّالمحصورةّتحتّالمنحنىّالطبيعيّالمعياريّ

ّ
 
 

ّ

9. 18.ّ17.ّ16.ّ15.ّ14.ّ13.ّ12.ّ11.ّ11.ّZ 

1359.ّ1319.ّ1279.ّ1239.ّ1199.ّ1161.ّ1121.ّ1181.ّ1141.ّ1111.ّ1.1ّ
1753.ّ1714.ّ1675.ّ1636.ّ1596.ّ1557.ّ1517.ّ1478.ّ1438.ّ1398.ّ1.1ّ
1141.ّ1113.ّ1164.ّ1126.ّ1987.ّ1948.ّ1911.ّ1871.ّ1832.ّ1793.ّ1.2ّ
1517.ّ1481.ّ1443.ّ1416.ّ1368.ّ1331.ّ1293.ّ1255.ّ1217.ّ1179.ّ1.3ّ
1879.ّ1844.ّ1818.ّ1772.ّ1736.ّ1711.ّ1664.ّ1628.ّ1591.ّ1554.ّ1.4ّ
2224.ّ2191.ّ2157.ّ2123.ّ2188.ّ2154.ّ2119.ّ1985.ّ1951.ّ1915.ّ1.5ّ
2549.ّ2517.ّ2486.ّ2454.ّ2422.ّ2389.ّ2357.ّ2324.ّ2291.ّ2257.ّ1.6ّ
2852.ّ2823.ّ2794.ّ2764.ّ2734.ّ2714.ّ2673.ّ2642.ّ2611.ّ2581.ّ1.7ّ
3133.ّ3116.ّ3178.ّ3151.ّ3123.ّ2995.ّ2967.ّ2939.ّ2911.ّ2881.ّ1.8ّ
3389.ّ3365.ّ3341.ّ3315.ّ3289.ّ3246.ّ3238.ّ3212.ّ3186.ّ3159.ّ1.9ّ
3621.ّ3599.ّ3577.ّ3554.ّ3531.ّ3518.ّ3485.ّ3461.ّ3438.ّ3413.ّ1.1ّ
3831.ّ3811.ّ3791.ّ3771.ّ3749.ّ3729.ّ3718.ّ3686.ّ3665.ّ3643.ّ1.1ّ
4115.ّ3997.ّ3981.ّ3961.ّ3944.ّ3925.ّ3917.ّ3888.ّ3869.ّ3849.ّ1.2ّ
4177.ّ4162.ّ4147.ّ4131.ّ4115.ّ4199.ّ4182.ّ4166.ّ4149.ّ4132.ّ1.3ّ
4319.ّ4316.ّ4292.ّ4279.ّ4265.ّ4251.ّ4236.ّ4222.ّ4217.ّ4192.ّ1.4ّ
4441.ّ4429.ّ4418.ّ4416.ّ4394.ّ4382.ّ4371.ّ4357.ّ4345.ّ4332.ّ1.5ّ
4545.ّ4535.ّ4525.ّ4515.ّ4515.ّ4495.ّ4484.ّ4474.ّ4463.ّ4452.ّ1.6ّ
4633.ّ4625.ّ4616.ّ4618.ّ4599.ّ4591.ّ4582.ّ4573.ّ4564.ّ4554.ّ1.7ّ
4716.ّ4699.ّ4693.ّ4686.ّ4678.ّ4671.ّ4664.ّ4656.ّ4649.ّ4641.ّ1.8ّ
4767.ّ4761.ّ4756.ّ4751.ّ4744.ّ4738.ّ4732.ّ4726.ّ4719.ّ4713.ّ1.9ّ
4817.ّ4812.ّ4818.ّ4813.ّ4798.ّ4793.ّ4788.ّ4783.ّ4778.ّ4772.ّ2.1ّ
4857.ّ4854.ّ4851.ّ4846.ّ4842.ّ4838.ّ4834.ّ4831.ّ4826.ّ4821.ّ2.1ّ
4891.ّ4887.ّ4884.ّ4881.ّ4878.ّ4875.ّ4871.ّ4868.ّ4864.ّ4861.ّ2.2ّ
4916.ّ4913.ّ4911.ّ4919.ّ4916.ّ4914.ّ4911.ّ4898.ّ4896.ّ4893.ّ2.3ّ
4936.ّ4934.ّ4932.ّ4931.ّ4929.ّ4927.ّ4925.ّ4922.ّ4921.ّ4918.ّ2.4ّ
4952.ّ4951.ّ4949.ّ4948.ّ4946.ّ4945.ّ4943.ّ4941.ّ4941.ّ4938.ّ2.5ّ
4964.ّ4963.ّ4962.ّ4961.ّ4961.ّ4959.ّ4957.ّ4956.ّ4955.ّ4953.ّ2.6ّ
4974.ّ4973.ّ4972.ّ4971.ّ4971.ّ4969.ّ4968.ّ4967.ّ4966.ّ4965.ّ2.7ّ
4981.ّ4981.ّ4979.ّ4979.ّ4978.ّ4977.ّ4977.ّ4976.ّ4975.ّ4974.ّ2.8ّ
4986.ّ4986.ّ4985.ّ4985.ّ4984.ّ4984.ّ4983.ّ4982.ّ4982.ّ4981.ّ2.9ّ
4991.ّ7991.ّ4989.ّ4989.ّ4989.ّ4988.ّ4988.ّ4987.ّ4987.ّ4987.ّ3.1ّ

𝒛 𝟎 
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tّ(ّالقيمّالحرجةّلتوزيع2ّجدولّ)م.
ّ
 

ّ
Critical Values of the Distributionّ

𝜶 
𝝂 

1.115ّ1.11ّ1.125ّ1.15ّ1.11ّ
63.657ّ31.621ّ12.716ّ6.314ّ3.178ّ1ّ
9.925ّ6.965ّ4.313ّ2.921ّ1.886ّ2ّ
5.841ّ4.541ّ3.182ّ2.353ّ1.636ّ3ّ
4.614ّ3.747ّ2.776ّ2.132ّ1.533ّ4ّ
4.132ّ3.365ّ2.571ّ2.115ّ1.476ّ5ّ
3.717ّ3.143ّ2.447ّ1.943ّ1.441ّ6ّ
3.499ّ2.998ّ2.365ّ1.895ّ1.415ّ7ّ
3.355ّ2.896ّ2.316ّ1.861ّ1.397ّ8ّ
3.251ّ2.821ّ2.262ّ1.833ّ1.383ّ9ّ
3.169ّ2.764ّ2.228ّ1.812ّ1.372ّ11ّ
3.116ّ2.718ّ2.211ّ1.796ّ1.363ّ11ّ
3.155ّ2.681ّ2.179ّ1.782ّ1.356ّ12ّ
3.112ّ2.651ّ2.161ّ1.771ّ1.351ّ13ّ
2.977ّ2.624ّ2.145ّ1.761ّ1.345ّ14ّ
2.947ّ2.612ّ2.131ّ1.753ّ1.341ّ15ّ
2.921ّ2.583ّ2.121ّ1.746ّ1.337ّ16ّ
2.898ّ2.567ّ2.111ّ1.741ّ1.333ّ17ّ
2.878ّ2.552ّ2.111ّ1.734ّ1.331ّ18ّ
2.861ّ2.539ّ2.193ّ1.729ّ1.328ّ19ّ
2.845ّ2.528ّ2.186ّ1.725ّ1.325ّ21ّ
2.831ّ2.518ّ2.181ّ1.721ّ1.323ّ21ّ
2.819ّ2.518ّ2.174ّ1.717ّ1.321ّ22ّ
2.817ّ2.511ّ2.169ّ1.714ّ1.319ّ23ّ
2.797ّ2.492ّ2.164ّ1.711ّ1.318ّ24ّ
2.787ّ2.485ّ2.161ّ1.718ّ1.316ّ25ّ
2.779ّ2.479ّ2.156ّ1.716ّ1.315ّ26ّ
2.771ّ2.473ّ2.152ّ1.713ّ1.314ّ27ّ
2.763ّ2.467ّ2.148ّ1.711ّ1.313ّ28ّ
2.756ّ2.462ّ2.145ّ1.699ّ1.311ّ29ّ
2.576ّ2.326ّ1.961ّ1.645ّ1.282ّinf 

ّ
ّ
ّ
ّ

0 𝑡∝ 
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ّ
ّ

ّقائمةّأهمّالمراجع
أ.ّنجاةّرشيدّالكيخياّ،ّأساسياتّالاحتمالاتّوالتوزيعاتّالاحتماليةّ،ّمنشوراتّمركزّبحوثّ .1

 فّ.2115ّالعلومّالاقتصاديةّ

 

 

 

 

 

 

 

 

ّ  

جميع الحقوق محفوظة لـ مركز المناهج التعليمية والبحوث التربوية ـ ليبيا



 

187 
 

 
3ّ
5ّ

5ّّّالتجربةّالعشوائيةّ(1-1)
6ّّّفراغّالعينةّّ(1-2)
9ّّّالحدثّ(1-3)
11ّّّأنواعّالحدثّ(1-4)
17ّّّطرقّالعدّ(1-5)
17ّّّقاعدةّالضربّ(1-5-1)
18ّّّالتباديلّ(1-5-2)
21ّّّالتوافيقّ(1-5-3)

24ّّّ(1-1تمارينّ)ّ
26ّّّتّطرقّحسابّالاحتمالاّ(1-6)
26ّّّالطريقةّالتقليديةّّ(1-6-1)
28ّّّالطريقةّالتجريبيةّ(1-6-2)
31ّّّمسلماتّالاحتمالّ(1-7)

33ّّّ(2-1تمارينّ)ّ
35ّّّقانونّجمعّالاحتمالاتّ(1-8)
41ّّّالاحتمالّالشرطيّ(1-9)
45ّّّقانونّضربّالاحتمالاتّ(1-11)
55ّّّملخصّالفصلّالأولّ(1-11)

57ّّّّ(3-1تمارينّ)
61ّ
61ّ

61ّّّالمتغيرّالعشوائيّ(2-1)
61ّّالمتغيرّالعشوائيّالمتقطعّ)ّالمنفصلّ(ّ(2-1-1)
63ّّرّ)ّالمتصلّ(ـــالمتغيرّالعشوائيّالمستمّ(2-1-2)
64ّّّةـــــــــــــــــالتوزيعاتّالاحتماليّ(2-2)
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65ّّّقطعتالتوزيعّالاحتماليّالمّ(2-2-1)
68ّّّالتوزيعّالاحتماليّالمستمرّ(2-2-2)
ّ.174ّ
(2-3)ّ76ّ
77ّّّالوسطّالحسابيّ(2-3-1)
81ّّّالقيمةّالمتوقعةّ(2-3-2)
82ّّّنّـــــــــــــــــــــــالتبايّ(2-3-3)
84ّّّاريّــــــــــالانحرافّالمعيّ(2-3-4)
86ّّّملخصّالفصلّالثانيّ
ّ..ّ88ّ
(3-1)ّّ91ّ
91ّّّتوزيعّذاتّالحدينّّ(3-1-1)
96ّّّونّـــــــــــتوزيعّبواسّ(3-1-2)
ّ31ّ99ّ
111ّّّتوزيعاتّاحتماليةّمستمرةّهامةّ(3-2)
111ّّّالتوزيعّالطبيعيّ(3-2-1)
113ّّّخواصّالتوزيعّالطبيعيّ(3-2-2)
115ّّّالتوزيعّالطبيعيّالمعياريّّ(3-2-3)
t ّ114ّتوزيعّّ(3-2-4)
118ّّملخصّالفصلّالثالثّ

ّ3.ّ119ّ
121ّ
121ّ

121ّّّمقدمةّّ(4-1)
121ّّّأسلوبّالحصرّالشاملّ(4-1-1)
122ّّّأسلوبّالمعاينةّّ(4-1-2)
122ّّّةّأسبابّاستخدامّأسلوبّالمعاينّ(4-1-3)
123ّّّعمليةّالمعاينةّّ(4-2)
125ّّتوزيعّالمعاينةّللوسطّالحسابيّللعينةّ(4-3)
131ّّالمعاينةّمنّمجتمعّيتبعّالتوزيعّالطبيعيّ(4-4)
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131ّّالمجتمعّيتوزعّتوزيعاًّطبيعياّبتباينّمعلومّ(4-4-1)
133ّّالمجتمعّيتوزعّتوزيعاًّطبيعياًّبتباينّمجهولّّ(4-4-2)
136ّّاينةّمنّمجتمعّلاّيتبعّالتوزيعّالطبيعيالمعّ(4-5)
138ّّملخصّالفصلّالرابعّ
ّ4141ّ
ّ144ّ

144ّّّمقدمةّ(5-1)
144ّّّأنواعّالتقديــرّ(5-2)
144ّّّالتقديرّبقيمةّّ(5-2-1)
146ّّّبفتـرةّالتقديرّّ(5-2-2)
147ّّّفترةّالثقةّللوسطّالحسابيّللمجتمعّ(5-3)
147ّّّعندماّيكونّالتباينّمعلوماًّّ(5-3-1)
152ّّّعندماّيكونّالتباينّمجهولاًّّ(5-3-2)
158ّّملخصّالفصلّالخامسّ
ّ1ّ159ّ
ّّ161ّ

161ّّّتعريفّالفروضّالإحصائيةّّ(6-1)
161ّّّةــــأنواعّالفروضّالإحصائيّ(6-2)
163ّّّارّـــــــــالاختبّةتعريفّإحصاءّ(6-3)
164ّّّاءـــــــــــــــــــــــــــــــــــأنواعّّالأخطّ(6-4)
167ّّّروضـــخطواتّاختباراتّالفّ(6-5)
µّ168ّابيّللمجتمعّاختباراتّالفروضّحولّالوسطّالحسّ(6-6)

168ّّعندماّيكونّتباينّالمجتمعّمعلوماًّّ(6-6-1)
175ّّعندماّيكونّتباينّالمجتمعّمجهولاًّّ(6-6-2)

181ّّّملخصّالفصلّالسادسّ
ّ6ّ181ّ

ّّ183ّ
ّّ186ّ
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